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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ. ×òî äà¼ò ëþáîìó èç íàñ èçó÷åíèå
ìàòåìàòèêè â þíîñòè?

¾Ðàçâå òû íå çàìåòèë, ÷òî ñïîñîáíûé ê ìàòåìàòèêå

èçîùð¼í âî âñåõ íàóêàõ â ïðèðîäå?¿

Ïëàòîí (428�348 äî í.ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ôèëîñîô,

ó÷åíèê Ñîêðàòà, ó÷èòåëü Àðèñòîòåëÿ.

Ïðîñòî çàïîìíèòå ýòî ñåé÷àñ. Ñî âðåìåíåì ó Âàñ ïîÿâèòñÿ âîç-
ìîæíîñòü îñîçíàòü, ïðîâåðèòü íà ñîáñòâåííîì îïûòå è � íå ïîâå-
ðèòå � â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ ýòèì ñîãëàñèòüñÿ.

Èòàê, î ÷¼ì æå ãîâîðÿò ìóäðûå ëþäè � ïðèñëóøàéòåñü!

1) Ìàòåìàòèêà ó÷èò ìûñëèòü ëîãè÷åñêè, îñîçíàííî è ÿñíî.
2) Ìàòåìàòèêà ó÷èò ïîäõîäèòü ê èíôîðìàöèè ñèñòåìíî, ñòðóêòóðè-

ðîâàòü ìàòåðèàë.
3) Ìàòåìàòèêà ó÷èò ÷åëîâåêà òåðïåíèþ, êîíöåíòðàöèè âíèìàíèÿ è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
4) Ìàòåìàòèêà ó÷èò ïðàâèëüíî ïîäõîäèòü ê ïëàíèðîâàíèþ.
5) Ìàòåìàòèêà ðàçâèâàåò àáñòðàêòíîå ìûøëåíèå, ó÷èò îáîáùàòü è

âèäåòü çàêîíîìåðíîñòè.
6) Ìàòåìàòèêà îáëàãîðàæèâàåò è âîñïèòûâàåò ÷åëîâåêà, ïðèó÷àåò ê

äèñöèïëèíå.
7) Îñîáî ñëåäóåò ñêàçàòü äëÿ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ ãóìàíèòàðíîé

íàïðàâëåííîñòè: íå çàáëóæäàéòåñü, ìàòåìàòèêà íóæíà âàì! Îíà íóæíà
íå ñàìà ïî ñåáå (îá ýòîì âû äîãàäûâàåòåñü), à êàê íåîáõîäèìîå ñðåäñòâî
ôîðìèðîâàíèÿ âàøåãî èíòåëëåêòà, êðàéíå ïîëåçíûõ â áóäóùåì íàâû-
êîâ äëÿ âàøåãî ðàçâèòèÿ. Êàê êàòàëèçàòîð äîñòèæåíèÿ óñïåõà â âàøåé
ñïåöèàëüíîñòè è ëþáîì âèäå òâîð÷åñòâà (ýòî îñîçíàþò ñî âðåìåíåì ìíî-
ãèå óñïåøíûå ëþäè, äîñòèãøèå âûñîò â ñâîåé ñîâñåì íåìàòåìàòè÷åñêîé
ïðîôåññèè). Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè � îòëè÷íàÿ ãèìíàñòèêà âàøåãî óìà!

Ïðîéäóò ãîäû, è íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà êàæäûé èç âàñ, êòî � ñî
âçäîõîì, êòî � ñ óëûáêîé, à êòî � ñ ãîðäîñòüþ, ñêàæåò: ¾À âåäü ó ìåíÿ
áûëà â æèçíè âîçìîæíîñòü ïðèêîñíóòüñÿ ê òàéíàì âûñøåé ìàòåìàòè-
êè!¿ Íå óïóñòèòå âðåìÿ.

Å.Â. Õîðîøèëîâà
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ÏËÀÍÛ ÑÅÌÈÍÀÐÑÊÈÕ ÇÀÍßÒÈÉ

¾Â íàóêàõ óïðàæíÿéñÿ, ãîíè óìà ñïîêîéñòâèå,

Íàóêè äîñòàâëÿþò ñëàäîñòü óäîâîëüñòâèÿ¿.

Ïèôàãîð Ñàìîññêèé (570 äî í.ý.� 490 äî í.ý.)

1 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ.
Áèíîì Íüþòîíà. Èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà. Ñïîñî-
áû äîêàçàòåëüñòâà

ÌÀÒÅÐÈÀËÛÊÑÅÌÈÍÀÐÓ.Ïðî÷èòàéòå è çàïîìíèòå îñíîâíîå.

Ðàçäåë: Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà.1

1.1 Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ. Áèíîì Íüþòîíà

Ïðèâåä¼ííûå â ýòîì ðàçäåëå àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà
ïîïîëíÿþò õîðîøî èçâåñòíûé èç ñðåäíåé øêîëû ñïèñîê ôîðìóë ñîêðà-
ù¼ííîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ (a, b ∈ R):

1. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ: a2 − b2 = (a− b)(a+ b).
2. Êâàäðàò ñóììû (ðàçíîñòè): (a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2.
3. Ðàçíîñòü (ñóììà) êóáîâ: a3 ± b3 = (a± b)(a2 ∓ ab+ b2).
4. Êóá ñóììû (ðàçíîñòè): (a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3.

1.1.1 Ôîðìóëà êâàäðàòà (a1 + a2 + ...+ an)2 ñóììû n ÷èñåë

Äëÿ ëþáûõ ai ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà äëÿ âîçâåäå-
íèÿ â êâàäðàò ñóììû n ÷èñåë:

(a1 + a2 + ...+ an)
2 =

n∑
i=1

a2
i + 2a1a2 + 2a1a3 + ...+ 2an−1an︸ ︷︷ ︸

óäâîåííûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

1Àëãåáðà � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿù¼ííûé èçó÷åíèþ îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, îáîáùàþùèé îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Ðàçëè-
÷àþò ýëåìåíòàðíóþ àëãåáðó, îáùóþ (àáñòðàêòíóþ) àëãåáðó, ëèíåéíóþ àëãåáðó, àëãåáðàè÷åñêóþ
êîìáèíàòîðèêó.
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Ïðèìåð 1. (a+ b− c− d)2 =

= a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab− 2ac− 2ad− 2bc− 2bd+ 2cd.

1.1.2 Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè an − bn (n ∈ N)

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R, n ∈ N (n ≥ 2) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå íà ìíîæè-
òåëè ðàçíîñòè íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé äâóõ ÷èñåë:1

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + ...+ abn−2 + bn−1).

Ýòà ôîðìóëà îáîáùàåò èçâåñòíûå ôîðìóëû ðàçíîñòè êâàäðàòîâ è ðàç-
íîñòè êóáîâ.

Ïðèìåð 2. Íàïðèìåð,

x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1).

1.1.3 Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé

an + bn (n = 2k + 1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R, n = 2k+1 (k ∈ N), ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
íà ìíîæèòåëè ñóììû íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé äâóõ ÷èñåë1:

an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ an−3b2 − ...− abn−2 + bn−1).

Ïðèìåð 3. Íàïðèìåð,

x7 + 1 = (x+ 1)(x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1).

1.1.4 Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷¼òíûõ ñòåïåíåé

an − bn (n = 2k)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R, n = 2k (k ∈ N), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî1:

an − bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ an−3b2 − ...+ abn−2 − bn−1).

Ïðèìåð 4. Íàïðèìåð,

x8 − 1 = (x+ 1)(x7 − x6 + x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1).

1.1.5 Áèíîì Íüþòîíà (a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R, n ∈ N, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk =

1Äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðàñêðûòèåì ñêîáîê.
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= C0
na

n + C1
na

n−1b1 + C2
na

n−2b2 + ...+ Ck
na

n−kbk + ...

+Cn−1
n a1bn−1 + Cn

nb
n = an + nan−1b+

n(n− 1)

2!
an−2b2 + ...

+
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
an−kbk + ...+ nabn−1 + bn.

Çäåñü Ck
n � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-

ìóëå

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, ãäå n! = 1 · 2 · 3 · ... · n =

n∏
i=1

i, 0! = 1.

Â ÷àñòíîñòè, C0
n = Cn

n = 1, C1
n = Cn−1

n = n,

C2
n = Cn−2

n =
n(n− 1)

2!
, Ck

n = Cn−k
n =

n(n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!
.

Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

Ck
n = Cn−k

n , ãäå 0 ≤ k ≤ n (ïðàâèëî ñèììåòðèè),

Ck
n+1 = Ck−1

n + Ck
n, ãäå 1 ≤ k ≤ n (ïðàâèëî Ïàñêàëÿ).

1.2 Ñðåäíèå âåëè÷èíû. Èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà

1.2.1 Íåðàâåíñòâî î ñóììå âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë
∣∣a+ 1

a

∣∣ ≥ 2 (a 6= 0)

1. Íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Åñëè a > 0, òî a + 1

a ≥ 2, ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðà-
âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 1. (Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ
a, b > 0 èìååì a

b + b
a ≥ 2).

2. Íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ îòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë. Åñëè a < 0, òî a + 1

a ≤ −2, ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = −1.

3. Íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë. Åñëè a 6= 0,
òî
∣∣a+ 1

a

∣∣ ≥ 2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè |a| = 1.

1.2.2 Òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì

Òîæäåñòâà. Ïðè âñåõ x, y ∈ R ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

1. |x| = | − x|; 2. 2n
√
x2n = |x|, íî 2n+1

√
x2n+1 = x;

3. |x|2 = x2; 4. |xy| = |x||y|;
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5.

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =
|x|
|y|

(y 6= 0); 6. |x| = max(x;−x); 7. x = |x| · sgnx,

ãäå max(a, b) � íàèáîëüøåå èç äâóõ ÷èñåë a è b; ôóíêöèÿ ¾ñèãíóì¿
(çíàê ÷èñëà), îòíîñÿùàÿñÿ ê íåýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sgnx =


+1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1, åñëè x < 0.

Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ñèãíóì, ìîæíî óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ
sinx

| sinx|
èëè

| sinx|
sinx

,

çàïèñàâ èõ ïðè sinx 6= 0 â âèäå sgn (sinx).

8. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ìîäóëåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ïîëåçíûìè
ìîãóò îêàçàòüñÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

|x|+ |y| = x+ y ⇔

{
x ≥ 0,

y ≥ 0;

|x|+ |y| = x− y ⇔

{
x ≥ 0,

y ≤ 0.
Íåðàâåíñòâà. Ïðè âñåõ x, y ∈ R ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåí-

ñòâà:

1. |x| ≥ x, ïðè÷¼ì |x| = x ⇔ x ≥ 0;
|x| ≥ −x, ïðè÷¼ì |x| = −x ⇔ x ≤ 0.

2. |x− y| ≥ ||x| − |y||, ïðè÷¼ì |x− y| = ||x| − |y|| ⇔ xy ≥ 0.

3. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿ |xy| ≤ x2 + y2

2
.

4. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R
|x+ y| ≤ |x|+ |y|, ïðè÷¼ì |x+ y| = |x|+ |y| ⇔ xy ≥ 0.

5. (Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: íåðàâåíñòâî ìíîãîóãîëü-
íèêà). Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xi, i = 1, n (n ∈ N, n ≥ 2),
ìîäóëü ñóììû íå ïðåâûøàåò ñóììû ìîäóëåé:∣∣∣∣ n∑

i=1

xi

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|xi|.

Íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
÷èñëà xi èìåþò îäèí çíàê (âñå íåîòðèöàòåëüíû èëè, íàîáîðîò, âñå íåïî-
ëîæèòåëüíû).
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6. Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

|f(x)| = |g(x)| ⇔

[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x);

|f(x)| ≥ g(x) ⇔

[
f(x) ≥ g(x),

f(x) ≤ −g(x);

|f(x)| ≤ g(x) ⇔ −g(x) ≤ f(x) ≤ g(x).

1.2.3 Ñðåäíåå ñòåïåííîå
(
xp1+xp2+...+xpn

n

)1/p

è åãî ñâîéñòâà

Ïóñòü äàíû n ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xi. Íàèáîëåå èç-
âåñòíû ñëåäóþùèå èõ ñðåäíèå âåëè÷èíû:

An =
x1 + x2 + ...+ xn

n
(ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå),

Gn = n
√
x1 · x2 · ... · xn (ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå),

Hn =
n

1
x1

+ 1
x2

+ ...+ 1
xn

(ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå),

Sn =

√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n

n
(ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå).

Îáîáùåíèåì óêàçàííûõ ïîíÿòèé ñðåäíèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñðåäíåãî ñòåïåí-

íîãî ïîðÿäêà p (p ∈ R). Îïðåäåëèì ñðåäíåå ñòåïåííîå äëÿ ÷èñåë xi > 0, i = 1, n, ïðè
p 6= 0:

Vp(x1, ..., xn) =

(
xp1 + xp2 + ...+ xpn

n

)1
p
.

Ïðè p = 0 ïî îïðåäåëåíèþ V0 = lim
p→0

Vp.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = −1 èìååì V−1 = Hn (ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå), ïðè p = 0 ïîëó÷èì
V0 = Gn (ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå), ïðè p = 1 èìååì V1 = An (ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå), à
ïðè p = 2 ïîëó÷èì V2 = Sn (ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå).

Âåëè÷èíà Vp ïðè ëþáîì p îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) min(x1, x2, ..., xn) ≤ Vp ≤ max(x1, x2, ..., xn), ãäå ÷åðåç min(·) è max(·) îáîçíà÷åíû,
ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x1, x2, ..., xn.

2) Ôóíêöèÿ Vp ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî ïåðåìåííîé p è, â ÷àñòíîñòè, Hn ≤ Gn ≤
An ≤ Sn, ïðè÷¼ì âñå íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà x1 = x2 = ... = xn.

3) lim
p→−∞

Vp(x1, ..., xn) = min(x1, ..., xn), lim
p→+∞

Vp(x1, ..., xn) = max(x1, ..., xn).
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1.2.4 Íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåò-

ðè÷åñêèì
x1 + x2 + ...+ xn

n
≥ n
√
x1 · x2 · ... · xn,

Èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ñðåäíåãî ñòåïåííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xi ≥ 0, i = 1, n, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Êîøè1:

x1 + x2 + ...+ xn
n

≥ n
√
x1 · x2 · ... · xn,

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 =
... = xn.

1.2.5 Íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè-

÷åñêèì
n
√
x1 · x2 · ... · xn ≥

n
1
x1

+ 1
x2

+ ...+ 1
xn

.

Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xi, i = 1, n, n ≥ 2,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n
√
x1 · x2 · ... · xn ≥

n
1
x1

+ 1
x2

+ ...+ 1
xn

.

1.2.6 Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(
n∑
i=1

xiyi

)2

≤
n∑
i=1

x2
i ·

n∑
i=1

y2
i

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë xi, yi ∈ R, i = 1, n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî2:(
n∑
i=1

xiyi

)2

≤
n∑
i=1

x2
i ·

n∑
i=1

y2
i ,

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà xi è
yi ïðîïîðöèîíàëüíû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t 6= 0, ÷òî xi = t · yi,
i = 1, n, èëè æå âñå xi (èëè âñå yi) îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü a+ b+ c = 1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî:

a2 + b2 + c2 ≥ 1

3
.

1Êîøè Îãþñòåí Ëóè (1789�1857) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàâøèé, ãëàâíûì îáðàçîì, â
îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ðÿäîâ) è òåîðèè ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. ×ëåí Ïàðèæñêîé Àêàäåìèè íàóê, ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé
ÀÍ.

2Áóíÿêîâñêèé Âèêòîð ßêîâëåâè÷ (1804�1889) � ðóññêèé ìàòåìàòèê, àêàäåìèê, ÷ëåí Ïåòåð-
áóðãñêîé ÀÍ.
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Â ñàìîì äåëå, ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì:

1 = 1× a+ 1× b+ 1× c ≤
√

12 + 12 + 12 ·
√
a2 + b2 + c2. �

1.2.7 Íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè (1 + x)n ≥ 1 + nx

1. Ïóñòü xi, i = 1, n, � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îäíîãî çíàêà, áîëüøèå
(−1). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî1:

(1 + x1)(1 + x2) · ... · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + ...+ xn.

2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè x1 = x2 = ... = xn = x (x > −1) ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Áåðí�óëëè (n ∈ N):

(1 + x)n ≥ 1 + nx,

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè x = 0 èëè n = 1.

3. Îáîáùåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè: ∀x, r ∈ R, x > −1, r 6= 0, r 6= 1,
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè

(1 + x)r ≤ 1 + rx, åñëè 0 < r < 1,

(1 + x)r ≥ 1 + rx, åñëè r /∈ [0, 1],

ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà ⇔ x = 0.

1.3 Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé

Îáðàòèìñÿ ê ðàçëè÷íûì ìåòîäàì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé â ìàòå-
ìàòèêå. Ê îñíîâíûì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ: ìåòîä èìïëèêàöèé (ïåðåõîä ê
ñëåäñòâèþ), ìåòîä íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî (ïåðåõîä ê ðàâíîñèëü-
íîìó óòâåðæäåíèþ), äîêàçàòåëüñòâî ¾îò ïðîòèâíîãî¿ è ìåòîä ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè (èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ, çàâèñÿùèõ îò íàòóðàëüíî-
ãî ïàðàìåòðà n, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çà-
äàííîãî n0).

Ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê ñëåäñòâèþ èëè ðàâíîñèëüíîìó óòâåðæäåíèþ
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ â ñðåäíåé øêîëå, òî îñòàíîâèìñÿ ïî-
äðîáíåå íà äâóõ ìåòîäàõ: ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è äîêàçàòåëüñòâó
¾îò ïðîòèâíîãî¿.

1Áåðíóëëè ßêîá (1654�1705) � øâåéöàðñêèé ó÷åíûé, ïðîôåññîð Áàçåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà. Èç-
âåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå.
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1.3.1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ).1

¾Ïóñòü â î÷åðåäè ïåðâîé ñòîèò æåíùèíà, è çà êàæäîé æåíùèíîé

ïóñòü ñòîèò æåíùèíà. Òîãäà âñå â î÷åðåäè � æåíùèíû!¿

(Øóòëèâàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âïåðâûå, êàê ýòî ïðèíÿòî ñ÷è-
òàòü, áûë ðàçðàáîòàí ôðàíöóçñêèì ôèëîñîôîì, ìàòåìàòèêîì è ôèçè-
êîì Áëåçîì Ïàñêàëåì (Blaise Pascal, 1623�1662), à âûðàæåíèå ¾ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿ âïåðâûå óïîòðåáèë àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê À. Äå
Ìîðãàí (Augustus De Morgan, 1806�1871). Ñ òåõ ïîð ýòîò ìåòîä øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
òîæäåñòâ, íåðàâåíñòâ è äðóãèõ óòâåðæäåíèé.

×òîáû äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî íåêîòîðîå
óòâåðæäåíèå, çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî n, âåðíî äëÿ ëþáîãî n ≥ n0,
íàäî ñäåëàòü ñëåäóþùåå.

1. Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ n = n0 (áàçèñ èíäóêöèè).

2. Ïóñòü k ≥ n0 � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëàãàÿ
ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè n = k (ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè), óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëåäóþùå-
ãî çà íèì çíà÷åíèÿ n = k + 1 (èíäóêöèîííûé øàã).

3. Âûâîä. Òàê êàê óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = n0, òî â ñèëó äîêàçàí-
íîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå îíî áóäåò âåðíî ïðè ñëåäóþùåì çíà÷åíèè,
ò.å. n = n0+1. Èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ ïðè n = n0+1 âûòåêàåò
ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 2 âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ ïðè ñëåäóþùåì
çíà÷åíèè n = n0 +2. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè óòâåð-
æäåíèå âåðíî ïðè n = n0 + 2, òî îíî áóäåò âåðíî è ïðè n = n0 + 3
è òàê äàëåå. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
âûïîëíÿåòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ n0.

Êðàòêî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé
Y1, Y2, Y3, . . ., è ïóñòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå Y1 âåðíî, è ìû óìååì äîêà-
çàòü, ÷òî èç âåðíîñòè óòâåðæäåíèÿ Yk ñëåäóåò âåðíîñòü Yk+1. Òîãäà âñå
óòâåðæäåíèÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðíû.

1Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà èçó÷àåò îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè, ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ òåîðèé, ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñóæäåíèé.
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Ïðèìåð 6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì n ∈ N ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Áàçèñ èíäóêöèè: ïðè n = 1 èìååì

12 =
1(1 + 1)(2 + 1)

6
� âåðíî.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k:

12 + 22 + 32 + ...+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6

è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n = k + 1, ò.å.

12 + 22 + 32 + ...+ (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

Íà÷èíàÿ ñ ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà, ïðèä¼ì ê ïðàâîé:

(12 + 22 + 32 + ...+ k2) + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

= (k + 1)
2k2 + 7k + 6

6
=

(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

3. Èç ïóíêòîâ 1 è 2 âûòåêàåò, ÷òî òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Ïðèìåð 7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ≥ 3 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî 2n > 2n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 3 èìååì 23 > 2 ·3+1 � âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì n = k (ò.å. 2k > 2k+1 � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè) è äîêàæåì,
÷òî òîãäà îíî áóäåò âåðíî è ïðè n = k+1 (ò.å. 2k+1 > 2(k+1)+1). Äåéñòâèòåëüíî, âûïèøåì
ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ïðè n = k + 1 íåðàâåíñòâà è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì

èíäóêöèè:

2k+1 = 2 · 2k > 2(2k + 1).

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåïåðü, ÷òî 2(2k+1) > 2k+3 ïðè k ≥ 3. Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ:

óïðîñòèâ ýòî íåðàâåíñòâî, ìû ïîëó÷èì 2k > 1, ÷òî âåðíî ïðè k ≥ 3. Òîãäà èç ïîñëåäíèõ

äâóõ íåðàâåíñòâ ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âûðàæåíèå n3 +
11n äåëèòñÿ íàöåëî íà 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 èìååì 13 + 11 = 12
... 6 � âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîå

âûðàæåíèå êðàòíî 6 ïðè íåêîòîðîì n = k è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî áóäåò êðàòíî 6 è ïðè
n = k + 1. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå ïðè n = k + 1:

(k + 1)3 + 11(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1 + 11k + 11 = (k3 + 11k) + (3k2 + 3k) + 12 =

= (k3 + 11k) + 3k(k + 1) + 12.

Çäåñü âûðàæåíèå â ïåðâûõ ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà 6 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âûðàæåíèå

3k(k+1) äåëèòñÿ íà 3, à òàêæå íà 2 (ïîñêîëüêó èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k è
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k+ 1 îäíî îáÿçàòåëüíî ÷¼òíîå), à çíà÷èò, è íà 6. Íàêîíåö, ÷èñëî 12 òàêæå äåëèòñÿ íàöåëî

íà 6. Íî òîãäà ñóììà òð¼õ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ êðàòíî 6, òîæå êðàòíà øåñòè.

1.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî ¾îò ïðîòèâíîãî¿

Äîêàçàòåëüñòâî ¾îò ïðîòèâíîãî¿ (ëàò. contradictio in contrarium) â
ìàòåìàòèêå � îäèí èç ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî � ýòî âèä äîêàçàòåëüñòâà,
ïðè êîòîðîì ¾äîêàçûâàíèå¿ íåêîòîðîãî ñóæäåíèÿ (íàçîâ¼ì åãî òåçè-
ñîì) îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îïðîâåðæåíèå îòðèöàíèÿ ýòîãî ñóæäåíèÿ �
àíòèòåçèñà. Ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà èñòèííîñòè
çàêîíå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ A ïðîâîäèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïðèíèìàþò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óòâåð-
æäåíèå A íåâåðíî, à çàòåì äîêàçûâàþò, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè
áûëî áû âåðíî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå B, êîòîðîå çàâåäîìî íåâåðíî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå áû-
ëî íåâåðíûì, è ïîýòîìó íåâåðíî óòâåðæäåíèå ¾íå-A¿ (¾îòðèöàíèå¿ A),
êîòîðîå ïî çàêîíó äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ A.

Ïðèìåð 9. Âðà÷, óáåæäàÿ ïàöèåíòà â òîì, ÷òî òîò íå áîëåí ãðèïïîì,
ìîæåò ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Åñëè áû âû äåéñòâèòåëüíî
áûëè áîëüíû ãðèïïîì, òî ó âàñ áûëà áû ïîâûøåíà òåìïåðàòóðà, áûë
çàëîæåí íîñ è ò. ä. Íî íè÷åãî ýòîãî íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íåò è ãðèïïà¿.

Ïðèìåð 10. Äîêàçàòü èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
√

2.

Äîêàçàòåëüñòâî (îò ïðîòèâíîãî). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå:
√

2 ðàöèîíàëåí, òî åñòü ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè m
n , ãäåm � öåëîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå. Âîçâåä¼ì

ïðåäïîëàãàåìîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò:

√
2 =

m

n
⇒ 2 =

m2

n2
, îòêóäà m2 = 2n2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m2 ÷¼òíî, çíà÷èò, ÷¼òíî è m; ñëåäîâàòåëüíî, m = 2k. Ïîäñòàâèì

â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî: (2k)2 = 2n2 è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 2 ïîëó÷àåì, ÷òî n2 = 2k2.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè î äåëèìîñòè ïðèõîäèì ê ÷¼òíîñòè n, ò.å. n = 2l. Íî òîãäà

äðîáü
m

n
áóäåò ñîêðàòèìà íà 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåñîêðàòèìîñòè ýòîé äðîáè. Çíà÷èò,

èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì, è
√

2 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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1.4 Ïîâòîðåíèå: òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèíóñ è êîñèíóñ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x îïðåäå-
ëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê îðäèíàòà è àáñöèññà òî÷êè, îòâå÷àþùåé
íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ÷èñëó x, âû-
ðàæåííîìó â ðàäèàíàõ.

Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

1. sinx = a (|a| ≤ 1) ⇔ x = (−1)n arcsin a+ πn, n ∈ Z;
2. cosx = a (|a| ≤ 1) ⇔ x = ± arccos a+ 2πn, n ∈ Z;
3. tg x = a (a ∈ R) ⇔ x = arctg a+ πn, n ∈ Z;
4. ctg x = a (a ∈ R) ⇔ x = arcctg a+ πn, n ∈ Z.
Óðàâíåíèÿ âèäà:

sinA = sinB ⇔

[
A = B + 2πn, n ∈ Z;

A = π −B + 2πk, k ∈ Z;

cosA = cosB ⇔

[
A = B + 2πn, n ∈ Z;

A = −B + 2πk, k ∈ Z;

tgA = tgB ⇔ A = B + πn, n ∈ Z (cosA 6= 0);

ctgA = ctgB ⇔ A = B + πn, n ∈ Z (sinA 6= 0).

Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû. Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è ïîêàæåì, êàê îíè äîêàçûâàþòñÿ.

1. Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî

sin2 x+ cos2 x = 1 (x ∈ R)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ñèíóñà è êîñèíóñà x è òåîðåìû Ïèôàãîðà. Âìåñòå

ñ òåì, îíî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé: ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

f(x) = sin2 x+ cos2 x òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (óáåäèòåñü â ýòîì!),

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî f(x) � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. ×òîáû íàéòè å¼ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå,

äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü ëþáîå x, íàïðèìåð, x = 0: f(x) ≡ f(0) = 1.

2. Ôîðìóëû1

tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
, ctg2 x+ 1 =

1

sin2 x
ïðè äîïóñòèìûõ x ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ïðèâåäåíèåì ñëàãàåìûõ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ê îáùåìó

çíàìåíàòåëþ c ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà.

1Âî âñåõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ÎÄÇ.
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3. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ

sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y,

cos(x± y) = cos x cos y ∓ sinx sin y,

tg(x± y) =
tg x± tg y

1∓ tg x tg y
, ctg(x± y) =

ctg x ctg y ∓ 1

ctg x± ctg y
.

Ïåðâûå äâå ôîðìóëû ðåêîìåíäóåòñÿ ïîìíèòü íàèçóñòü. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ êîòàí-

ãåíñà äîêàçûâàåòñÿ â îäíó ñòðîêó (äëÿ òàíãåíñà � àíàëîãè÷íî):

ctg(x+ y) =
cos(x+ y)

sin(x+ y)
=

cosx cos y − sinx sin y

sinx cos y + cosx sin y
.

Ïîäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà sinx sin y 6= 0, ïîëó÷èì æåëàåìûé ðåçóëüòàò:
ctg x ctg y − 1

ctg y + ctg x
.

4. Ôîðìóëû äâîéíîãî è òðîéíîãî àðãóìåíòîâ:

sin 2x = 2 sin x cosx,

cos 2x = cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x = 2 cos2 x− 1,

sin 3x = 3 sin x− 4 sin3 x, cos 3x = 4 cos3 x− 3 cosx.
Äîêàæåì, íàïðèìåð, ôîðìóëó ñèíóñà òðîéíîãî àðãóìåíòà:

sin 3x = sin(x+ 2x) = sinx cos 2x+ cosx sin 2x =

= sinx(1− 2 sin2 x) + 2 sinx cos2 x =

= sinx− 2 sin3 x+ 2 sinx(1− sin2 x) = 3 sinx− 4 sin3 x. �

5. Ôîðìóëû óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè:

sin 2x =
2 tg x

1 + tg2 x
, cos 2x =

1− tg2 x

1 + tg2 x
.

Äîêàçàòåëüñòâî. sin 2x = 2 sinx cosx =
2 sinx cosx

sin2 x+ cos2 x
. Ïîäåëèâ çàòåì ÷èñëèòåëü è

çíàìåíàòåëü äðîáè íà cos2 x, ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå. Çàìåòèì, ÷òî ÎÄÇ ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòåé � ðàçíûå. Âòîðàÿ ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

6. Ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
(ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë cos 2x = 1− 2 sin2 x, cos 2x = 2 cos2 x− 1);

sin3 x =
3 sinx− sin 3x

4
, cos3 x =

3 cosx+ cos 3x

4
;

sin4 x =
3− 4 cos 2x+ cos 4x

8
, cos4 x =

3 + 4 cos 2x+ cos 4x

8
.
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7. Ôîðìóëû

tg x =
sin 2x

1 + cos 2x
=

1− cos 2x

sin 2x
.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì äîêàçàòåëüñòâî íà ïðèìåðå îäíîé èç íèõ:

tg x =
sinx

cosx
=

2 sinx cosx

2 cos2 x
=

sin 2x

1 + cos 2x
. �

8. Ôîðìóëû ñóììû è ðàçíîñòè ñèíóñîâ (êîñèíóñîâ):

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y
2

,

sinx− sin y = 2 sin
x− y

2
cos

x+ y

2
,

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

,

cosx− cos y = −2 sin
x− y

2
sin

x+ y

2
.

Äîêàæåì ïåðâóþ ôîðìóëó. Ñëîæèâ äâà òîæäåñòâà

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ,

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ,

ïîëó÷èì: sin(α + β) + sin(α − β) = 2 sinα cosβ. Îáîçíà÷èì x = α + β, y = α − β, îòêóäà
α =

x+ y

2
, β =

x− y
2

. Îñòàëîñü ïåðåéòè â òîæäåñòâå ê x è y. �

9. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â
ñóììû (ðàçíîñòè):

sinx cos y = 1
2(sin(x− y) + sin(x+ y)),

sinx sin y = 1
2(cos(x− y)− cos(x+ y)),

cosx cos y = 1
2(cos(x− y) + cos(x+ y)).

Âûâåäåì ïîñëåäíþþ èç íèõ. Ñëîæèâ äâå ôîðìóëû

cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y,

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y,

ñðàçó ïîëó÷èì òðåáóåìîå: cos(x− y) + cos(x+ y) = 2 cosx cos y. �

10. Òîæäåñòâà

sin(x+ πn) = (−1)n sinx (x ∈ R, n ∈ Z);

cos(x+ πn) = (−1)n cosx (x ∈ R, n ∈ Z).

Â ÷àñòíîñòè, èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïðè x = 0 ïîëó÷èì:

cos(πn) = (−1)n (n ∈ Z).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ÷¼òíîãî è íå÷¼òíîãî n.

11. Ìåòîä ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà:

a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinx+

b√
a2 + b2

cosx

)
=

=
√
a2 + b2(cosϕ sinx+ sinϕ cosx) =

√
a2 + b2 sin(x+ ϕ),

ãäå ϕ = arcsin
b√

a2 + b2
. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì îöåíêó:

|a sinx+ b cosx| ≤
√
a2 + b2.

1.5 Ïîâòîðåíèå: ëîãàðèôìè÷åñêèå ôîðìóëû

Ïóñòü a > 0, a 6= 0 è b > 0 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ëîãàðèô-
ìîì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ
ñëåäóåò âîçâåñòè ÷èñëî a, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî b, ò.å.

aloga b = b (îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè x = loga b, òî, ïîòåíöèðóÿ ïî îñíîâàíèþ a, ïî-
ëó÷èì ax = b, è íàîáîðîò, ëîãàðèôìèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî îñ-
íîâàíèþ a, ïðèõîäèì ê èñõîäíîìó ðàâåíñòâó x = loga b (ïîòåíöèðî-
âàíèå è ëîãàðèôìèðîâàíèå ïî îäèíàêîâîìó îñíîâàíèþ ÿâëÿþòñÿ âçà-
èìíî îáðàòíûìè îïåðàöèÿìè). Åñëè a = 10, òî ëîãàðèôì íàçûâàåò-
ñÿ äåñÿòè÷íûì (lg b), åñëè a = e � íàòóðàëüíûì (ln b). Çäåñü ÷èñëî
e = 2, 718281828459045... åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(
1 + 1

n

)n
ïðè

n→ +∞, è â òî æå âðåìÿ ñóììà ÷èñëîâîãî ðÿäà

1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ ... =

+∞∑
n=0

1

n!
.

Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ.

1. loga 1 = 0 (a > 0, a 6= 1) (ëîãàðèôìè÷åñêèé íóëü).

2. loga a = 1 (a > 0, a 6= 1) (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ åäèíèöà).

3. loga(bc) = loga b + loga c (a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0) (ëîãàðèôì
ïðîèçâåäåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîïîòåíöèðóåì1 ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ a è âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâ-

íûì ëîãàðèôìè÷åñêèì òîæäåñòâîì è ñâîéñòâîì ñòåïåíåé ap+q = ap · aq:
1Ïðîïîòåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî A = B ïî îñíîâàíèþ C (C > 0, C 6= 1) îçíà÷àåò ïåðåéòè ê

ðàâåíñòâó CA = CB (ðàâíîñèëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè y = ax).
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aloga(bc) = aloga b+loga c ⇔ bc = aloga b · aloga c ⇔ bc = bc.

4. loga (b/c) = loga b − loga c (a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0) (ëîãàðèôì
÷àñòíîãî).

5. logaα b = 1
α loga b (a > 0, a 6= 1, b > 0, α 6= 0) (ñòåïåíü îñíîâàíèÿ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîïîòåíöèðîâàòü äàííîå ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ aα:

(aα)logaα b = (aα)
1
α

loga b ⇔ b = b.

6. loga (bα) = α loga b (a > 0, a 6= 1, b > 0) (ëîãàðèôì ñòåïåíè).
Â ñàìîì äåëå, ïðîïîòåíöèðóåì ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ a:

aloga(bα) = aα loga b ⇔ bα = (aloga b)α ⇔ bα = bα.

7. loga b =
logc b

logc a
(a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0, c 6= 1) (ïåðåõîä ê

íîâîìó îñíîâàíèþ). Â ÷àñòíîñòè, loga b = 1
logb a

.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå logc b = logc a· loga b è ïðîïîòåíöè-

ðóåì çàòåì ïî îñíîâàíèþ c:

clogc b = clogc a·loga b ⇔ b = (clogc a) loga b ⇔ b = aloga b ⇔ b = b.

8. alogc b = blogc a (a > 0, b > 0, c > 0, c 6= 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ c è çà-

òåì âûíåñòè ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé èç-ïîä çíàêîâ ëîãàðèôìà:

logc
(
alogc b

)
= logc

(
blogc a

)
⇔ logc b · logc a = logc a · logc b � âåðíî.

9∗. a
√

loga b = b
√

logb a (a > 0, b > 0, loga b > 0).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

a
√

loga b =
(
blogb a

)√loga b = blogb a
√

loga b = b
√

logb a(logb a loga b) = b
√

logb a.

11. Ïîòåíöèðîâàíèå è ëîãàðèôìèðîâàíèå íåðàâåíñòâ. Ïóñòü b > 0,
c > 0, òîãäà

åñëè a > 1, òî loga b > loga c ⇔ b > c,

åñëè 0 < a < 1, òî loga b > loga c ⇔ b < c.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîòåíöèðîâàíèè íåðàâåíñòâà (êàê è ïðè åãî ëîãàðèôìèðîâàíèè)

ïî îñíîâàíèþ a > 1 åãî çíàê ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè ïîòåíöèðîâàíèè (ëîãàðèôìèðîâàíèè) ïî

îñíîâàíèþ 0 < a < 1 çíàê â íåðàâåíñòâå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
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ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 1.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çàäà-
÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî ìî-
æåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå ïûòàéòåñü
ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûé
ýôôåêò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî ïðåïîäàâàòåëÿ.
Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîñëóøàòü ëåêöèþ ïî ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ðàçäåëó, à çàòåì ïðî÷èòàòü å¼ êîíñïåêò, ïðåäëîæåí-
íûé ëåêòîðîì. Ïðè æåëàíèè (íåîáõîäèìîñòè) èñïîëüçóéòå è äðóãèå
íàä¼æíûå èñòî÷íèêè èíôîðìàöèè.

�1. Çàïèøèòå áèíîì Íüþòîíà â êîìïàêòíîé è ðàçâ¼ðíóòîé ôîðìàõ,
à òàêæå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ñîñòîèò èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ C0
n, C

1
n, C

2
n, ..., C

n
n .

Ëþáîé êîýôôèöèåíò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ êîýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ

íàä íèì. Âî âòîðîé ñòðîêå òðåóãîëüíèêà (n = 1) ñòîÿò êîýôôèöèåíòû C0
1 , C

1
1 äëÿ ôîð-

ìóëû (a + b)1 = C0
1a + C1

1b = a + b, â òðåòüåé ñòðîêå (n = 2) ìû âèäèì êîýôôèöè-

åíòû C0
2 , C

1
2 , C

2
2 äëÿ ðàñêðûòèÿ (a + b)2 = C0

2a
2 + C1

2ab + C2
2b

2 = a2 + 2ab + b2, äàëåå
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3, (a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4 è ò.ä.:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

...

Èñïîëüçóÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, íàïèøèòå ðàçëîæåíèå äëÿ (a+b)5.
Íàéäèòå ñóììó âñåõ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

�2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êâàäðàòà ñóììû íåñêîëüêèõ ÷èñåë èç
ï. 1.1.1, ðàñêðîéòå êâàäðàò: (a+ b− c+ d)2.

�3. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ èç ï.ï. 1.1.2�
1.1.4, ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ: a) x5 − 25; á) x5 + 35; â)
x6 − y6.

�4. Ñðàâíèòå äâà ÷èñëà, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïîä êîðíåì â ïåð-
âîì èç ÷èñåë: √

8 +
√

40 +
√

20 +
√

8 è
√

5 + 3
√

3 +
√

2.

�5. Íàéäèòå ÍÎÄ(42, 18) è ÍÎÊ(42, 18), ãäå ÍÎÄ è ÍÎÊ îçíà÷à-
þò, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå
êðàòíîå.
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�6∗. Íàéäèòå ÍÎÄ(n2 + 10n+ 21, n2 + 9n+ 18) (n ∈ N).

Óêàçàíèå: ðàçëîæèòå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, à äàëåå âîñ-

ïîëüçóéòåñü ñâîéñòâàìè ÍÎÄ(nm, nk)=n·ÍÎÄ (m, k) (ò.å. îáùèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü

n ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà ÍÎÄ) è ÍÎÄ(n, n+1)=1 (äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñëà n è n+ 1 âñåãäà ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, ò.å. èìåþò åäèíñòâåííûé îáùèé

íàòóðàëüíûé äåëèòåëü � åäèíèöó).

�7. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë åñòü â òî æå âðåìÿ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå èõ ñðåäíåãî àðèôìåòè-
÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî.

�8. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì (íåðàâåíñòâî Êîøè), íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè. Ïðè êàêèõ îíî äîñòèãàåòñÿ?

à) f(x) = x4 +
1

x4
, á) f(x) = x2 +

1

3x6
(x 6= 0).

Ðåøåíèå. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èç íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ 2-õ ÷èñåë a + b ≥
2
√
ab: f(x) = x4 +

1

x4
≥ 2

√
x4 · 1

x4
= 2, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå 2 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a = b, ò.å. êîãäà x4 =
1

x4
, îòêóäà íàõîäèì x = ±1.

�9. Èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

(a+ b+ c+ d)2 ≤ 4(a2 + b2 + c2 + d2)

ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ê.-Á. ê äâóì íàáîðàì ÷èñåë: a, b, c, d
è 1, 1, 1, 1:

(a · 1 + b · 1 + c · 1 + d · 1)2 ≤ (a2 + b2 + c2 + d2)(12 + 12 + 12 + 12).

Âîïðîñ: êàê âûãëÿäèò ýòî íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå � äëÿ ÷èñåë
a1, a2, ..., an è êîãäà îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî?

�10. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë, íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè è óêàæèòå,
ïðè êàêèõ x îíî äîñòèãàåòñÿ:

à) y = | tg x|+ | ctg x|, á) y =
x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2

x2 + x+ 1
, x ∈ R.

Ðåøåíèå. à) Îöåíèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (sinx 6= 0, cosx 6= 0,
ò.å. x 6= πn

2 , n ∈ Z):

y = | tg x|+ | ctg x| = | tg x|+ 1

| tg x|
≥ 2,
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ïðè÷¼ì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 2, äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà | tg x| = 1,
ò.å. tg x = ±1, èëè x = π

4 + πn
2 , n ∈ Z.

�11. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áåðí�óëëè èç ï. 1.2.7, íàéäèòå íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =

√
1− x

3
+ 6
√

1 + x.

�12. Íå èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîêàæèòå ïðè
âñåõ n ∈ N, n > 1 òîæäåñòâî:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ ...+

1

(n− 1) · n
= 1− 1

n
.

�13. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàæèòå ïðè âñåõ n ∈ N:
à) |a1 + a2 + ...+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ ...+ |an| (ai ∈ R, i = 1, n);

á) 13 + 23+ 33 + ...+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
;

â) 13 + 23 + 33 + ...+ n3 = (1 + 2 + 3 + ...+ n)2;

ã) 4n + 15n− 1 êðàòíî 9.

�14. Äîêàæèòå, ÷òî: à) |x| = max(x;−x); á) x = |x| · sgnx, ãäå ôóíê-
öèÿ ¾ñèãíóì¿ (çíàê ÷èñëà), îòíîñÿùàÿñÿ ê íåýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì,
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

sgnx =


+1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1, åñëè x < 0.

�15. Äîêàæèòå,÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé |a| < 1, |b − 1| < 10,
|a− c| < 10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |ab− c| < 20.

�16. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ a, b ∈ R ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà, âû-
ðàæàþùèå çàâèñèìîñòü íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) èç äâóõ ÷èñåë a è
b îò ìîäóëÿ èõ ðàçíîñòè:

max(a, b) =
a+ b+ |a− b|

2
, min(a, b) =

a+ b− |a− b|
2

.

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå òîæäåñòâà, ðåøèòå óðàâíåíèå

max(2x, 3− x) = min(5 + 2x, 6x).

�17. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé: à) y = [x]; á) y = {x}; â)
y = {

√
x}, ãäå [x] è {x}, ñîîòâåòñòâåííî, öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè äåé-
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ñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x.1

�18. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿, äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

�19. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ñòî òðè ÿáëîêà ðàçäàëè ÷åòûðíàäöàòè øêîëüíèêàì. Êàæäîìó äîñòà-
ëîñü õîòÿ áû îäíî ÿáëîêî. Ïîêàçàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äâà øêîëü-
íèêà ïîëó÷èëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê.

�20. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèé, à òàê-
æå òîãî, ÷òî îäíî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî. Ðàâíîñèëüíû
ëè óðàâíåíèÿ: à) 81/x = 82 è x

√
8 = 82;

á)
√
x2(x− 1)(x+ 2) = 0 è |x|

√
(x− 1)(x+ 2)?

�21. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî (x − a)(x − a − 2) > 0
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà x2 − 4x+ 3 < 0?

�22. Íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé òåîðåìû ïîÿñíèòå ðàçíèöó â ïîíÿòèÿõ
íåîáõîäèìîãî, äîñòàòî÷íîãî óñëîâèé, êðèòåðèÿ (íåîáõîäèìîãî è äîñòà-
òî÷íîãî óñëîâèÿ):

Òå î ð åì à 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äâà ÷èñëà x è y ìîãëè îäíîâðåìåí-
íî ÿâëÿòüñÿ êîñèíóñîì è ñèíóñîì îäíîãî è òîãî æå óãëà âåëè÷èíû
α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóììà èõ êâàäðàòîâ áûëà ðàâíà
åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü (⇒). Åñëè x = cosα è y = sinα,
òî, ïî îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó, sin2 α + cos2 α = 1,
ò.å. x2 + y2 = 1.

2) Äîñòàòî÷íîñòü (⇐). Ïóñòü òåïåðü x2 + y2 = 1. Äàííîå ðàâåíñòâî
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó:

√
(x− 0)2 + (y − 0)2 =

1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïëîñ-
êîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè N ñ êîîðäèíàòàìè (x; y)
äî òî÷êè O(0; 0) ðàâíî åäèíèöå, ò.å. òî÷êà N ðàñïîëîæåíà íà åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðàäèóñ-âåêòîð ON ýòîé
òî÷êè îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ íåêîòîðûé
óãîë âåëè÷èíû α ∈ [0, 2π). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèÿì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷êè N ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, êîñèíó-
ñó è ñèíóñó α, ò.å. íàøëîñü òàêîå α, ÷òî x = cosα, y = sinα. Òåîðåìà

1Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x (îáîçíà÷åíèå [x]) íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,
íå ïðåâîñõîäÿùåå x. Äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçíîñòü {x} = x− [x].
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äîêàçàíà.
�23. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac.

�24. Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîîðäèíàò (èçîáðàçèâ íà ïëîñêîñòè Oxy ãðà-
ôèêè îáîèõ óðàâíåíèé è èõ ñèñòåìû), ðåøèòå ñèñòåìó:{

|x− y| = 2,

|x|+ |y| = 4.

�25. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì:

à) |x− 1| = 3, á) |2− x| < 3, â) |2x+ 1| > 3.

�26. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

à) |x2 − 1| = 3, á) |2− x3| ≤ 3, â) |2x2 + 1| > 3.

�27. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: à) 1 < |x− 2| ≤ 3, á) −1 < |2x+ 1| < 5.

�28. Ðåøèòå ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

à) x3 = −2, á) x4 < 3, â) x2 > −1, ã) x6 > 0,

ä) x5 > −3, å) x2 > 5, æ)
√

1− x > 3, ç) 3
√
x− 1 < 2,

è) x
3
2 = 5, ê) x

2
3 = 2, ë)

√
x2 ≥ 3, ì) xπ = 4, í) x0 = 1.

�29. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

à) x4 = π, á) x2 ≥ 5, â) x7 > −7, ã) x82 ≥ −1
2 ,

ä) x11 ≤ −4, å) x4 < 5, æ)
√
x+ 1 ≤ 2, ç) 3

√
1− x > 2,

è) x
2
5 = 7, ê) x

5
3 = 2, ë) 4

√
x+ 1 > 1, ì) 3x > 2.

�30. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

à) x4(1− x2) ≤ 0, á)
(x− 1)2(x+ 3)

x(x− 5)3
≥ 0.

�31. Ïðè âñåõ a ðåøèòå óðàâíåíèå (a− 1)x = 2.

�32. Ïðè âñåõ a ðåøèòå óðàâíåíèå (a2 − 1)x+ 1 = a.

�33. Ïðè âñåõ a ðåøèòå íåðàâåíñòâî (a− 1)x > −3.

�34. Ïðè âñåõ a ðåøèòå íåðàâåíñòâî 5x− a > ax+ 3.

�35. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
1

x
≤ 2x.

�36. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
1

x2 − 5x+ 7
≤ 5x− x2 − 5.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

�1. (a+ b)5 = a5 +5a4b+10a3b2 +10a2b3 +5ab4 + b5. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñóììû âñåõ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â áèíîìå Íüþòîíà ñëåäóåò
ïîëîæèòü a = b = 1:

C0
n + C1

n + C2
n + ...+ Ck

n + ...+ Cn−1
n + Cn

n = 2n.

�2. (a+b−c+d)2 = a2 +b2 +c2 +d2 +2ab−2ac+2ad−2bc+2bd−2cd.

�3. a) x5 − 25 = (x− 2)(x4 + 2x3 + 4x2 + 8x+ 16);
á) x5 + 35 = (x+ 3)(x4 − 3x3 + 9x2 − 27x+ 81);
â) x6 − y6 = (x+ y)(x5 − x4y + x3y2 − x2y3 + xy4 − y5).
�4. Óêàçàíèå: 8 +

√
40 +

√
20 +

√
8 =

= 8 + 2
√

5 ·
√

2 + 2
√

5 ·
√

1 + 2
√

2 ·
√

1 = (
√

5 +
√

2 + 1)2.

Òîãäà
√

8 +
√

40 +
√

20 +
√

8 =
√

(
√

5 +
√

2 + 1)2 =
√

5 +
√

2 + 1.
�5. ÍÎÄ(42, 18) = 6·ÍÎÄ(7, 3). Ïîñêîëüêó 7 è 3 íå èìåþò, êðîìå

1, îáùèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, òî ÍÎÄ(7, 3) = 1 è ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíî, ÷òî ÍÎÄ(42, 18) = 6. Àíàëîãè÷íî, âûíîñÿ îáùèé ìíîæèòåëü
èç-ïîä çíàêà ÍÎÊ, íàõîäèì: ÍÎÊ(42, 18) = 6·ÍÎÊ(7, 3). Íî ÷èñëà 7 è
3 âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó èõ ÍÎÊ(7, 3) = 7 · 3 = 21. Îêîí÷àòåëüíî
íàõîäèì ÍÎÊ(42, 18) = 6 · 21 = 126. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

�6. ÍÎÄ(n2 +10n+21, n2 +9n+18) =ÍÎÄ((n+3)(n+7), (n+3)(n+
6)) = (n+ 3)·ÍÎÄ (n+ 7, n+ 6). Ïîñêîëüêó ÷èñëà n+ 6 è n+ 7 âçàèìíî
ïðîñòû (êàê äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà), òî ÍÎÄ(n +
7, n+6) = 1, è ïîëó÷àåì îòâåò: ÍÎÄ(n2 +10n+21, n2 +9n+18) = n+3.

�7. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîæäåñòâà:
√
ab =

√
a+b

2 ·
2

1
a+ 1

b

.

�8. Óêàçàíèå: á) ïðåäñòàâüòå ôóíêöèþ â âèäå

f(x) =
1

3

(
x2 + x2 + x2 +

162

x6

)
è çàòåì âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì Êîøè äëÿ 4-õ ÷èñåë.

�9. (a1 ·1+a2 ·1+ ...+an ·1)2 ≤ (12 +12 + ...+12)(a2
1 +a2

2 + ...+a2
n) =

n(a2
1+a2

2+...+a2
n), ïðè÷¼ì îáðàùåíèå â ðàâåíñòâî ïðîèñõîäèò, êîãäà ýòè

÷èñëà ïðîïîðöèîíàëüíû: a11 = a2
1 = ... = an

1 , ò.å. êîãäà a1 = a2 = ... = an.

�10. Óêàçàíèå. á) Ðàçäåëèòå ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå äðîáè,
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íà ìíîãî÷ëåí â çíàìåíàòåëå äðîáè:

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2 |x2 + x+ 1

x4 + x3 + x2 x2 + x+ 1

x3 + 2x2 + 2x+ 2

x3 + x2 + x

x2 + x+ 2

x2 + x+ 1

1,

ò.å.

y = x2 + x+ 1 +
1

x2 + x+ 1

è çàòåì âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì î ñóììå äâóõ îáðàòíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ íàõîæäåíèÿ x, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå, âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî a+ 1

a = 2 ⇔ a = 1 (ïðè a > 0).
�11. Ðåøåíèå. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè èùåì íà å¼ îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ:

{
x
3 ≤ 1,

1 + x ≥ 0
⇔ x ∈ [−1, 3]. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

Áåðíóëëè ê êàæäîìó èç êîðíåé, ïîëó÷àåì:
(

1− x

3

)1
2

+ (1 + x)
1
6 ≤(

1− x

6

)
+
(

1 +
x

6

)
= 2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 0.

�12. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òîæäåñòâîì
1

(k − 1) · k
=

1

k − 1
− 1

k
,

k = 2, 3, ..., n, ïðåäñòàâëÿÿ êàæäóþ äðîáü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ äðîáåé.
Ïîñëå âçàèìíîãî óíè÷òîæåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñëàãàåìûõ, âû ïðèõî-
äèòå ê äîêàçûâàåìîìó òîæäåñòâó.

�13. à) Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî |a1| ≤ |a1|, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðè n = 2 èìååì |a1 + a2| ≤ |a1|+ |a2| � òàêæå âåðíî. Ïóñòü ïðè íåêî-

òîðîì ïðîèçâîëüíîì n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|ai|.

Äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü ïðè n+ 1. Â ñàìîì äåëå,∣∣∣∣n+1∑
i=1

ai

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai + an+1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n∑
i=1

ai

∣∣∣∣+ |an+1| ≤
n∑
i=1

|ai|+ |an+1| =
n+1∑
i=1

|ai|,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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á) Ïðè n = 1 èìååì: 13 =
12 · 22

4
� âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåí-

ñòâî âåðíî ïðè n = k, ò.å. 13 + 23+ 33 + ...+ k3 =
k2(k + 1)2

4
, è äîêàæåì

åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = k+ 1, ò.å. 13 + 23 + 33 + ...+ k3 + (k+ 1)3 =
(k + 1)2(k + 2)2

4
. Èìååì:

13 + 23 + 33 + ...+ k3 + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3 =

=
(k + 1)2

4
(k2 + 4(k + 1)) =

(k + 1)2(k + 2)2

4
.

â) Ïðè n = 1 èìååì: 13 = 13 � âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî
âåðíî ïðè n = k, ò.å. 13 + 23 + 33 + ... + k3 = (1 + 2 + 3 + ... + k)2 è
äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = k + 1:

((1 + 2 + 3 + ...+ k) + (k + 1))2 = (1 + 2 + 3 + ...+ k)2+

+2(k + 1)(1 + 2 + 3 + ...+ k) + (k + 1)2 =

= 13 + 23 + 33 + ...+ k3 + 2(k + 1)
k(k + 1)

2
+ (k + 1)2 =

= 13 + 23 + 33 + ...+ k3 + (k + 1)3.

ã) Ïðè n = 1 èìååì 41 + 15 · 1− 1 = 18
... 9 � âåðíî. Ïóñòü ïðè n = k

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåëèìîñòè (4k + 15k− 1)
... 9. Äîêàæåì, ÷òî è ïðè

n = k + 1 îíî òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ò.å. (4k+1 + 15(k + 1)− 1)
... 9.

Äåéñòâèòåëüíî,

4k+1 + 15(k + 1)− 1 = 4(4k + 15k − 1)− 45k + 18.

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 9 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, è
îñòàâøàÿñÿ ãðóïïà−45k+18, î÷åâèäíî, òàêæå êðàòíà 9. Ïîýòîìó ÷èñëî
4k+1 + 15(k + 1)− 1 äåëèòñÿ íà 9, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�14. à),á) Ðàññìîòðèòå òðè ñëó÷àÿ: x > 0, x = 0, x < 0 è â êàæäîì
ñëó÷àå ïîêàæèòå, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ðàâíà ïðàâîé.

�15. Óêàçàíèå: |ab− c| = |(ab− a) + (a− c)| ≤ |a(b− 1)|+ |a− c| =
|a||b− 1|+ |a− c| < 1 · 10 + 10 = 20.

�16. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ ab ≥ 0
(÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà) ab < 0 (a è b ðàçíûõ çíàêîâ). Óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 3/7.
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�17. Óêàçàíèå. à),á) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = [x] è
y = {x} äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîìåæóòêè âèäà n ≤ x < n+1, n ∈ Z.
Íàïðèìåð, ïðè 0 ≤ x < 1 èìååì [x] = 0, {x} = x − [x] = x − 0 = x;
ïðè 1 ≤ x < 2 èìååì [x] = 1, {x} = x − [x] = x − 1; ïðè 2 ≤ x < 3
èìååì [x] = 2, {x} = x − [x] = x − 2; ïðè −1 ≤ x < 0 èìååì [x] = −1,
{x} = x− [x] = x+ 1 è ò.ä.

â) Ðàññìîòðèòå ïðîìåæóòêè: 0 ≤
√
x < 1, 1 ≤

√
x < 2, 2 ≤

√
x <

3,..., è íà êàæäîì ðàñêðîéòå äðîáíóþ ÷àñòü. Íàïðèìåð, ïðè 0 ≤ x < 1
èìååì [

√
x] = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, {

√
x} =

√
x− [

√
x] =

√
x è ò.ä.

�18. Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì åãî xmin. Ðàññìîòðèì ÷èñ-
ëî x′ = xmin

2 . Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî òàêæå ïîëîæèòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, îíî ìåíüøå, ÷åì xmin. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî xmin

� íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøå-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.

�19. Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íå íàéä¼òñÿ äâóõ øêîëüíè-
êîâ, ïîëó÷èâøèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê. Òîãäà ìèíèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî ð�îçäàííûõ ÿáëîê ðàâíî 1 + 2 + 3 + ...+ 13 + 14 = 105 > 103.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

�20. Äâà óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ
ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷åíèå: (1)⇔ (2). Óðàâíåíèå (2) íàçûâàåòñÿ
ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (1), åñëè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2). Îáîçíà÷åíèå: (1)⇒ (2).

à) Íåò, ïåðâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âòîðîãî. ×èñëî x =
1/2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
âòîðîãî (âî 2-ì óðàâíåíèè ÎÄÇ: x ∈ N, x ≥ 2).

á) Íåò, ïåðâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âòîðîãî. Ó ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ òðè ðåøåíèÿ: −2; 0; 1, à ó âòîðîãî ëèøü äâà: −2; 1.

�21. Ðåøåíèåì ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ïðî-
ìåæóòêîâ (−∞, a] è [a + 2,+∞), à ðåøåíèåì âòîðîãî � èíòåðâàë
(1, 3). ×òîáû ïåðâîå íåðàâåíñòâî áûëî ñëåäñòâèåì âòîðîãî, íàäî ÷òî-
áû èíòåðâàë (1, 3) öåëèêîì ïðèíàäëåæàë îäíîìó èç óêàçàííûõ ïðî-
ìåæóòêîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè a ≥ 3 èëè a + 2 ≤ 1. Îòâåò: a ∈
(−∞,−1]

⋃
[3,+∞).

�23. Óêàçàíèå: óìíîæèì íà 2 è âûäåëèì òðè ïîëíûõ êâàäðàòà (a2 +
b2 − 2ab) + (a2 + c2 − 2ac) + (b2 + c2 − 2bc) ≥ 0 è ò.ä.
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�24. Óêàçàíèå. Ïåðâîå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:
x− y = 2 èëè x− y = −2 è îïðåäåëÿåò äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Âòî-
ðîå óðàâíåíèå çàäà¼ò ôèãóðó, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îáåèõ êîîð-
äèíàòíûõ îñåé, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü å¼, íàïðèìåð, â ïåðâîé
÷åòâåðòè, ãäå x ≥ 0, y ≥ 0, à çàòåì îòðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëü-
íî Ox è Oy. Ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò. Ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäóò êîîðäèíàòû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñ êâàäðàòîì. Ñèñòåìà èìååò 4 ðåøåíèÿ.

�25. Ðåøåíèå.

a) |x− 1| = 3 ⇔

[
x− 1 = 3,

x− 1 = −3;
⇔

[
x = 4,

x = −2;

á) |2− x| < 3 ⇔ |x− 2| < 3 ⇔ −3 < x− 2 < 3 ⇔ −1 < x < 5;

â) |2x+ 1| > 3 ⇔

[
2x+ 1 > 3,

2x+ 1 < −3;
⇔

[
x > 1,

x < −2.

�26. Ðåøåíèå. à) |x2 − 1| = 3 ⇔

[
x2 − 1 = 3,

x2 − 1 = −3;
⇔

[
x = ±2,

x ∈ ∅;

á) |2− x3| ≤ 3 ⇔ |x3 − 2| ≤ 3 ⇔ −3 ≤ x3 − 2 ≤ 3 ⇔
−1 ≤ x3 ≤ 5 ⇔ −1 ≤ x ≤ 3

√
5;

â) |2x2 + 1| > 3 ⇔ 2x2 + 1 > 3 ⇔ x2 > 1 ⇔

[
x > 1,

x < −1.

�27. Ðåøåíèå.

a) 1 < |x− 2| ≤ 3 ⇔

[
1 < x− 2 ≤ 3,

−3 ≤ x− 2 < −1
⇔

[
3 < x ≤ 5,

−1 ≤ x < 1.

á) −1 < |2x+ 1| < 5 ⇔ |2x+ 1| < 5 ⇔ −5 < 2x+ 1 < 5 ⇔ −6 <
2x < 4 ⇔ −3 < x < 2.

�28. Ðåøåíèå. à) x = − 3
√

2, á)− 4
√

3 < x < 4
√

3, â) x ∈ (−∞,+∞),

ã) x ∈ (−∞, 0)
⋃

(0,+∞), ä) x > − 5
√

3, å)

[
x >
√

5,

x < −
√

5,
æ) 1− x >

9 ⇔ x < −8, ç) x − 1 < 8 ⇔ x < 9, è) x3 = 52 ⇔ x = 3
√

25,
ê) x2 = 8 ⇔ x = ±

√
8, ë) |x| ≥ 3 ⇔ x ∈ (−∞,−3]

⋃
[3,+∞), ì)

x = 4
1
π , í) x 6= 0.

�29. Ðåøåíèå. à) x4 = π ⇔ x = ± 4
√
π;
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á) x2 ≥ 5 ⇔

[
x ≥
√

5,

x ≤ −
√

5;

â) x7 > −7 ⇔ x > − 7
√

7;
ã) x82 ≥ −1

2 ⇔ x ∈ R;
ä) x11 ≤ −4 ⇔ x ≤ − 11

√
4;

å) x4 < 5 ⇔ − 4
√

5 < x < 4
√

5;
æ)
√
x+ 1 ≤ 2 ⇔ 0 ≤ x+ 1 ≤ 4 ⇔ −1 ≤ x ≤ 3;

ç) 3
√

1− x > 2 ⇔ 1− x > 8 ⇔ x < −7;
è) x

2
5 = 7 ⇔ x2 = 75 ⇔ x = ±

√
75;

ê) x
5
3 = 2 ⇔ x5 = 8 ⇔ x = 5

√
8;

ë) 4
√
x+ 1 > 1 ⇔ x+ 1 > 1 ⇔ x > 0;

ì) 3x > 2 ⇔ log3(3
x) > log3 2 ⇔ x > log3 2.

�30. à) x ∈ (−∞,−1]
⋃
{0}

⋃
[1,+∞); á) x ∈ [−3, 0)

⋃
{1}

⋃
(5,+∞).

�31. Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå 1-é ñòåïåíè) ñ ïàðàìåòðîì
a. Åñëè a − 1 6= 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 2

a−1 .
Åñëè æå a − 1 = 0, òî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 0 · x = 2 è íå èìååò
ðåøåíèé. Îòâåò: ïðè a 6= 1 x = 2

a−1 ; ïðè a = 1 ðåøåíèé íåò.
�32. Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó: (a2 − 1)x = a− 1.

Åñëè a2 − 1 6= 0, òî x =
a− 1

a2 − 1
=

1

a+ 1
.

Åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 0 · x = 0 è åãî ðåøåíèåì
áóäåò ëþáîå x ∈ R.

Åñëè æå a = −1, òî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 0 · x = −2 è íå èìååò
ðåøåíèé.

�33. Ýòî ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ.

Åñëè a > 1, òî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà îáðàçóþò ïðîìåæóòîê x >
− 3
a−1 .
Åñëè a < 1, òî ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà áóäåò ïðîìåæóòîê x < − 3

a−1 .
Åñëè a = 1, òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 0 · x > −3, ÷òî âåðíî ïðè

âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x.
�34. 5x − a > ax + 3 Ïðèâåä¼ì íåðàâåíñòâî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:

(a− 5)x < −a− 3 è ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ.
Åñëè a > 5, òî x < a+3

5−a ; åñëè a < 5, òî x > a+3
5−a . Åñëè a = 5, òî

íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 0 · x < −8 è íå èìååò ðåøåíèé.
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�35. Èìååì:

1

x
− 2x ≤ 0 ⇔ 1− 2x2

x
≤ 0 ⇔

x2 − 1
2

x
≥ 0 ⇔

(x− 1√
2
)(x+ 1√

2
)

x
≥ 0.

Ðåøàÿ äàëåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, íàõîäèì x ∈ [− 1√
2
, 0)
⋃

[ 1√
2
,+∞).

�36. Ïîñëå çàìåíû t = x2−5x+7 íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä
1

t
≤ 2−t⇔

t2 − 2t+ 1

t
≤ 0 ⇔ (t− 1)2

t
≤ 0. Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ, íàõîäèì[
t < 0,

t = 1
⇔

[
x2 − 5x+ 7 < 0,

x2 − 5x+ 7 = 1
⇔

x ∈ ∅,
x = 2,

x = 3.
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2 ÑÅÌÈÍÀÐ: Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâà
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ðàçäåë: Òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

I. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî, èððàöèî-
íàëüíîãî è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Äâå ôîðìû
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà: â âèäå îáûêíîâåííîé è ïåðèîäè÷å-
ñêîé äðîáè. Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. (Äîïîëíèòåëüíî: ïðîñòûå
è ñîñòàâíûå ÷èñëà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè.)

Ðàçäåë: Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.

II. Ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåðû ìíîæåñòâ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îñíîâíûõ îïåðàöèé íàä íèìè. Îãðàíè÷åííûå
(ñâåðõó, ñíèçó, ñ äâóõ ñòîðîí) è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Òî÷íûå
ãðàíè ìíîæåñòâ. Âíóòðåííèå, âíåøíèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà.
Ãðàíèöà ìíîæåñòâà. Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà ñ÷¼òíûå è ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Ïðàêòèêà: ðàçîáðàòü ïðèìåðû íà ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è
îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Ïðåäëîæèòü ñòóäåíòàì ïðèâåñòè ðàçëè÷-
íûå ïðèìåðû îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ, îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ,
âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ, ñ÷¼òíûõ è êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ.

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: òåîðèÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé.

III. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîíÿòèå ÷èñ-
ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, å¼ ïðåäåëà. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è
íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ó ìîíî-
òîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêî-
íå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. 2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Âû÷èñëåíèå èçâåñòíûõ ïðåäåëîâ.

Ïðàêòèêà: ðàçîáðàòü íà ïðèìåðàõ îñíîâíûå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ
ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ðåøåíèå çàäà÷ íà ñâîéñòâà
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ.

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
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Ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Ïðåäåëû äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ) â ñëó÷àå íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà 0

0 ,
∞
∞ . Â

ýòîì ñëó÷àå ïðàâèëî ¾ïðåäåë îòíîøåíèÿ ðàâåí îòíîøåíèþ ïðåäåëîâ¿
íå äåéñòâóåò.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè íàäî íàéòè
â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äðîáè ãëàâíûå ÷ëåíû, ò.å. òå ÷ëåíû, êîòî-
ðûå áûñòðåå äðóãèõ ñòðåìÿòñÿ ê∞ (â ñëó÷àå íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞∞), èëè
òå, êîòîðûå ìåäëåííåå äðóãèõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (â ñëó÷àå 0

0) è, ïðîèç-
âåñòè ñîêðàùåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Â ðåçóëüòàòå íåîïðåäåë¼ííîñòü
ïðîïàäàåò è ïðåäåë âû÷èñëÿåòñÿ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåäåë lim
n→+∞

7n+ 1

5n3 − 3n+ 2
.

Ðåøåíèå. Ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ

íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞∞ , ïîñêîëüêó ïðè n → +∞ è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü äðîáè

ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòÿì. Íàéä¼ì ãëàâíûé ÷ëåí â ÷èñëèòåëå (ýòî 7n), â çíàìåíàòåëå

(ýòî 5n3) è âûíåñåì çà ñêîáêó â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ñîîòâåòñòâåííî, n è n3. Ïîñëå

ýòîãî ñîêðàòèì äðîáü íà îáùèé ìíîæèòåëü n:

lim
n→+∞

7n+ 1

5n3 − 3n+ 2
= lim

n→+∞

n(7 + 1
n)

n3(5− 3
n2 + 2

n3 )
= lim

n→+∞

7 + 1
n

n2(5− 3
n2 + 2

n3 )
.

Ïðîâåðèì, ñîõðàíèëàñü ëè íåîïðåäåë¼ííîñòü. Óñòðåìèâ n→ +∞, âèäèì, ÷òî òåïåðü ÷èñ-

ëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê 7, à çíàìåíàòåëü, ïî-ïðåæíåìó, ê∞. Íåîïðåäåë¼ííîñòü ïðîïàëà, ïðå-

äåë ìîæíî âû÷èñëèòü, îí îêàçàëñÿ ðàâåí 0.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåäåë lim
n→+∞

−3n4 + 10n2 − 1

n2 + 23n− 9
.

Ðåøåíèå. Óñòðåìëÿÿ n → +∞, îïÿòü îáíàðóæèâàåì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞∞ . Äåé-
ñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷àåì:

lim
n→+∞

−3n4 + 10n2 − 1

n2 + 23n− 9
= lim

n→+∞

n4(−3 + 10
n2 − 1

n4 )

n2(1 + 23
n −

9
n2 )

= lim
n→+∞

n2(−3 + 10
n2 − 1

n4 )

1 + 23
n −

9
n2

.

Òåïåðü õîðîøî âèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëü äðîáè ñòðåìèòñÿ ê −∞, à çíàìåíàòåëü � ê 1, ïîýòîìó

èõ îòíîøåíèå â ïðåäåëå ðàâíî −∞.

2. Ñâåäåíèå ê èçâåñòíûì ïðåäåëàì. Ïðèâåä¼ì íàèáîëåå èçâåñòíûå
(òàáëè÷íûå) ïðåäåëû. Ýòî:

lim
n→+∞

sinxn
xn

= 1, ãäå xn → 0 (1-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë),

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e (2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë),
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lim
n→+∞

qn = 0, åñëè − 1 < q < 1,

lim
n→+∞

n
√
n = 1, lim

n→+∞
n
√
a = 1 (a > 0),

lim
n→+∞

nk

an
= 0 (a > 1, k > 0)

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n→ +∞ ñòåïåíí�àÿ ôóíêöèÿ nk ðàñò¼ò ìåäëåí-
íåå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè an),

lim
n→+∞

loga n

nk
= 0 (a > 1, k > 0)

(ò.å. ïðè n → +∞ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ loga n ðàñò¼ò ìåäëåííåå
ñòåïåíí�îé nk).

3. Ïðåäåëû âèäà lim
n→+∞

(xnyn), ãäå xn → 0 (áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü), à yn � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðèìåð. Íàéòè ïðåäåë lim
n→+∞

sinn

n
.

Ðåøåíèå. Óñòðåìëÿÿ n → +∞, çàìå÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå sinn îïèñûâàåò îãðàíè÷åí-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òàê êàê ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå | sinn| ≤ 1). Ïðè

ýòîì, î÷åâèäíî, 1
n → 0. Òîãäà lim

n→+∞

sinn

n
= 0.

ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 2.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çà-
äà÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî
òîãäà âû ìîæåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå
ïûòàéòåñü ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî
ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ëåê-
öèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçäåëó.

2.1 Çàäà÷è íà ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

�1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî, èððàöèîíàëüíîãî è
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç äàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, à êàêèå � èððàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè: 5, 424242..., 0, 32375375..., 1, 31301300130001..., 8, 7(20),

√
4,√

5, log3 5, 1 +
√

3, π − 2?
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�2. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü ðàöèîíàëü-
íûì ÷èñëîì? Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü
ðàöèîíàëüíûì? Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëü-
íîãî ÷èñåë áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

�3. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿, äîêàæèòå, ÷òî
√

3 � èððàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî.

�4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî log2 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.
�5. Ïðèâåäèòå ðàçíûå ïðèìåðû íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ è èððà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó
√

2 è
√

3.
�6. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå: 1, (1234512) èëè 1, (12345)?
�7. ßâëÿåòñÿ äàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî öåëûì èëè äðîáíûì:

(4 · 102011 − 1) : (4 · 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

+1)?

�8. ×òî áîëüøå: à) 4, (9)5,(0) èëè 5, (0)4,(9); á) 2
√

17 èëè 8, (24);

â)
7

33
èëè

21212121

99999999
?

�9. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî èððàöèîíàëüíûì: à) 3
√

2 +
√

5 +
3
√

2−
√

5;

á)

√
3

√
5
√

3
√

5...; â)
√

2 +
√

2 +
√

2 + ...?

�10. Ðåøèòå: à) óðàâíåíèå [x+ 1.5] = −5; á) íåðàâåíñòâî [x] · {x} <
x− 1.

�11. Îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2+px+q = 0 ðàâåí 1+
√

3. Íàéäèòå
p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ðàöèîíàëüíû.

�12. Ðåøèòå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ:

|x− 1|+ |x+ 1|+ |x− 2|+ |x+ 2|+ ...+ |x− 100|+ |x+ 100| = 200x.

�13. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî è ñîñòàâíîãî ÷èñëà. ßâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì:

à) 43111 + 837; á) 11111111; â) 100007 · 100013 · 100001 + 55?

�14. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
n-ñòåïåíè âñåãäà èìååò ðîâíî n (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé. ×àñòü èç íèõ
(èëè âñå) ìîãóò áûòü äåéñòâèòåëüíûìè.

Ðåøèòå óðàâíåíèå 8-é ñòåïåíè, íàéäÿ âñå 8 êîðíåé:

(x− 1)5(x+ 2)(2x2 + 2x+ 1) = 0.

�15. Ïðèìèòå ê ñâåäåíèþ:
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Òåîðåìà (Ôåðìà). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 óðàâíåíèå
an + bn = cn íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ íåíóëåâûõ ÷èñëàõ a, b, c.1

2.2 Çàäà÷è íà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

�16. ×òî òàêîå îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ? (Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ). Íàéäèòå: A

⋃
B, A

⋂
B, A\B.

à) A = [2, 5], B = (3, 6); á) A = {1; 4}
⋃

[5, 7), B = (3, 5).

�17. ×òî òàêîå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà? ×òî òàêîå ñ÷¼òíûå ìíî-
æåñòâà è ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì? Äîêàæèòå, ÷òî èíòåðâàë
(−π/2, π/2) èìååò òó æå ìîùíîñòü, ÷òî è ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå ìíî-
æåñòâ, èìåþùèõ ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

�18. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. Äîêà-
æèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X =

{
1, 1

2 ,
1
3 , ...,

1
n , ...

}
îãðàíè÷åíî.

�19. Íàéäèòå òî÷íóþ âåðõíþþ è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíè ìíîæåñòâ:

à) X = (2, 5]; á) X = {1; 4}
⋃

[5, 7),

â) X = (−∞, 8), ã) X =
{

1, 1
2 ,

1
3 , ...,

1
n , ...

}
.

Ïðèíàäëåæàò ëè òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâó X (ò.å. äîñòèãàþòñÿ ëè îíè
íà êàêîì-íèáóäü ýëåìåíòå)? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà
X, â êîòîðîì supX = inf X.

�20. ×òî òàêîå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà? Ãðàíè÷íàÿ
òî÷êà? ×òî òàêîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà? (Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëå-
íèÿ). Íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ, à òàêæå ãðàíè÷íûõ òî÷åê
èíòåðâàëà (a, b). Êàêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ýòîãî èíòåð-
âàëà?

2.3 Çàäà÷è íà ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�21. ×òî òàêîå ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? (Ïðèâåäèòå îïðå-

äåëåíèå). Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1)

5n2
.

Óêàçàíèå. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóéòå ñóììó â ÷èñëèòåëå ïî ôîðìóëå ñóììû ïåð-

âûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè Sn = a1+an
2 n.

1Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà � îäíà èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ òåîðåì ìàòåìàòèêè. Å¼ óñëîâèå ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ïðîñòî, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñêàëè ìíîãèå ìàòåìàòèêè áîëåå òð¼õñîò ëåò.
Äîêàçàíà â 1994 ãîäó Ýíäðþ Óàéëñîì.
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�22. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

(n+ 1)!− n!

(n+ 1)!
.

�23. Ñôîðìóëèðóéòå ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîé (íåîãðàíè÷åííîé) ÷èñ-
ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åííûìè (íåîãðàíè÷åííûìè) è ïî÷åìó:

à)
(−1)n

n
, á) 2−n, â) − 1

n3
, ã) sinn, ä) 3

√
n, å) lnn,

æ)

(
1

2

)n
, ç)

1

n!
, è)

n

n+ 1
, ê) (n−5)2, ë) {1,−1, 1,−1, 1,−1, ...}?

�24. ×òî òàêîå âîçðàñòàþùàÿ, óáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ è
íåóáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â çàäà÷å 23) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè,
óáûâàþùèìè, ìîíîòîííûìè?

�25. ×òî òàêîå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü? (Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ). Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé â çàäà÷å 23) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè (áåñêîíå÷íî áîëüøèìè)?

�26. ×òî òàêîå ñõîäÿùàÿñÿ (ðàñõîäÿùàÿñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
(Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ). Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â çàäà÷å
23) ñõîäÿòñÿ, à êàêèå ðàñõîäÿòñÿ?

�27. Ïîêàæèòå, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n(−1)n íå
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

�28. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ ... +

1

2n
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 2.

�29. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→+∞

(
√
n+ 1−

√
n− 1).

�30. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} òàêèõ,
÷òî lim

n→+∞
xn = 0, lim

n→+∞
yn =∞, à èõ ïðîèçâåäåíèå {xnyn} ÿâëÿëîñü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ: à) ñõîäÿùåéñÿ; á) áåñêîíå÷íî ìàëîé; â) áåñêîíå÷íî
áîëüøîé; ã) ðàñõîäÿùåéñÿ.

�31. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

2n2 + n+ 1

3n2 − 1
.

�32. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

2n− 3

n5 + 1
.

�33. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

2n3 + 4

5n− 21
.
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�34. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

n sinn!

n2 + 1
.

�35. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

1 + 2 + 3 + ...+ n√
9n4 + 1

.

�36. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n

2n+ 1
ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò.

�37. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn = 2

√
n èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðè n→ +∞ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íî áîëüøîé), îïðåäåëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî E > 0 ÷èñëî N = N(E)
òàêîå, ÷òî |xn| > E ïðè n > N .

�38. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ: à) lim
n→+∞

xn = A, á) lim
n→+∞

xn =∞,

â) lim
n→+∞

xn = +∞.

�39. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

3

√
1 + 1

n − 1√
1 + 1

n − 1
.

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå çàìåíó t = 6

√
1 + 1

n .

�40. C ïîìîùüþ 1-ãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà âû÷èñëèòå ïðåäåë

lim
n→+∞

n2 sin
1

3n2
.

�41. C ïîìîùüþ 2-ãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà âû÷èñëèòå ïðåäåë

lim
n→+∞

(
1 +

1

3n

)n
.

�42. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííà è
îãðàíè÷åíà, òî îíà ñõîäèòñÿ (èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë). Äîêàæèòå ñõî-
äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn =

(
1− 1

2

)(
1− 1

22

)
· ... ·

(
1− 1

2n

)
.

Óêàçàíèå: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîñòè ðàññìîòðèòå îòíîøåíèå
xn+1

xn
è ñðàâíèòå

åãî ñ 1.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

I. Çàäà÷è íà ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

�1. Ðàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêî-
íå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè (èíà÷å: ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå îáûêíî-
âåííîé äðîáè p

q , ãäå p ∈ Z, q ∈ N). Èððàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî,
ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé íåïåðèîäè÷åñêîé äðîáè.
Äåéñòâèòåëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêîíå÷íîé
äåñÿòè÷íîé äðîáè a0, a1a2a3... Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàöèîíàëüíûì, ëèáî � èððàöèîíàëüíûì.

5, 424242... = 5, (42) � ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ⇒ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
0, 32375375... = 0, 32(375) � ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ⇒ ðàöèîíàëüíîå

÷èñëî,
1, 31301300130001... � íåïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ⇒ èððàöèîíàëüíîå

÷èñëî,
3
4 � îáûêíîâåííàÿ äðîáü ⇒ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,√

4 = 2 = 2, (0) � öåëîå ÷èñëî (=ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü) ⇒ ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî,√

5 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
log3 5 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
1 +
√

3 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
(π − 2) � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
�2. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü ðàöèîíàëü-

íûì ÷èñëîì? � Äà, íàïðèìåð, (1 +
√

2) + (1−
√

2) = 2.
Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü ðàöèî-

íàëüíûì? � Äà, íàïðèìåð, (
√

3 + 1)× (
√

3− 1) = 2.
Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî ÷èñåë

áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì? � Äà, åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ýòî íóëü.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïðîèçâåäåíèå èððàöèîíàëüíî.

�3. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî,
√

3 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà îíî ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå íåñîêðàòèìîé îáûêíîâåííîé äðîáè

√
3 = p

q , ãäå p, q ∈ N.
Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå 3 = p2

q2 ,
èëè 3q2 = p2. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íàöåëî íà 3, òî
è ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 3, ò.å. p2...3. Íî òîãäà p...3, ò.å. íàéä¼òñÿ íàòó-
ðàëüíîå n òàêîå, ÷òî p = 3n. Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî 3q2 = p2 âìåñòî p
âûðàæåíèå 3n è ïîëó÷èì: 3q2 = (3n)2 ⇔ q2 = 3n2. Àíàëîãè÷íî ðàññóæ-
äàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì ðàâåíñòâå êðàòíà òð¼ì,
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òî è ëåâàÿ òîæå, ò.å. q2...3, íî òîãäà q...3, à çíà÷èò, q ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå q = 3k, ãäå k ∈ N. Ïîëó÷èëè, ÷òî äðîáü p

q = 3n
3k ñîêðàòèìà íà 3.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåñîêðàòèìîñòè äðîáè.
�4. Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî

÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì, òîãäà îíî ðàöèîíàëüíî è åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñîêðàòèìîé îáûêíîâåííîé äðîáè log2 3 = p

q ,
èëè q log2 3 = p. Âíîñÿ q ïîä çíàê ëîãàðèôìà, ïîëó÷èì log2 3q = p.
Ïðîïîòåíöèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ 2: 2log2 3q = 2p, èëè,
óïðîùàÿ ëåâóþ ÷àñòü, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 3q = 2p. Çàìåòèì òå-
ïåðü, ÷òî ïðè íàòóðàëüíûõ p è q ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ
íàöåëî íà 3, à ïðàâàÿ � íåò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî, à çíà÷èò, äàííîå ÷èñëî � èððàöèîíàëüíî.

�5. Ðàöèîíàëüíûå: 1, 5; 1, (6); Èððàöèîíàëüíûå:
√

2+0, 000001;
√

2+

0, 1(
√

3−
√

2);
√

2.1;
√

2+
√

3
2 ; 1, 67891011....

�6. Ïåðåïèøåì ÷èñëà â âèäå: 1, 12345121234512(1234512) èëè
1, 1234512345(12345). Ïåðâûå 7 öèôð ïîñëå çàïÿòîé ó ýòèõ ÷èñåë îäè-
íàêîâû, íî âîñüìàÿ öèôðà ¾1¿ ó ïåðâîãî ÷èñëà ìåíüøå âîñüìîé öèôðû
¾3¿ ó âòîðîãî ÷èñëà, ïîýòîìó âòîðîå ÷èñëî áîëüøå.

�7. Óïðîñòèì îáà ÷èñëà:
à) 4 · 102011 − 1 = 4 00...0︸ ︷︷ ︸

2011

−1 = 3 99...9︸ ︷︷ ︸
2011

= 3 · 1 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

,

á) 4 · 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

+1 = (3 · 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

+1) + 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

= (99...9︸ ︷︷ ︸
2011

+1) + 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

=

= 1 00...0︸ ︷︷ ︸
2011

+ 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

= 1 33...3︸ ︷︷ ︸
2011

. Îòâåò: 3.

�8. à) Òàê êàê 4, (9) = 5, (0), òî ÷èñëà ðàâíû.
á) Ïðåîáðàçóåì ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü 8, (24) ê âèäó îáûêíîâåííîé.

Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî êàê x = 8, (24). Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî
íà 100: 100x = 824, (24). Âû÷òåì èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäïîñëåä-
íåå: 99x = 816, îòêóäà íàõîäèì x = 816

99 . Èòàê, íàäî ñðàâíèòü ÷èñëà

2
√

17 ∨ 816

99
⇔

√
17 ∨ 408

99
=

136

33

33
√

17 ∨ 136 = 17 · 8 ⇔ 332 · 17 ∨ 172 · 82

332 ∨ 17 · 82 ⇔ 332 ∨ 34 · 32

332 ∨ (33 + 1)(33− 1) ⇔ 332 > 332 − 1.
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â) Ïðåîáðàçóåì äðîáè:
7

33
=

21

99
,

21212121

99999999
=

21 · 1010101

99 · 1010101
=

21

99
.

Îòâåò: ÷èñëà ðàâíû.
�9. à) Íåò, ýòî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 1. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷üòå ÷èñ-

ëî êàê x, âîçâåäèòå ýòî ðàâåíñòâî â êóá è ðåøèòå ïîëó÷åííîå êóáè÷åñêîå
óðàâíåíèå x3 = 4−3x îòíîñèòåëüíî x. Ëåãêî ïîäáèðàåòñÿ êîðåíü x = 1,
äðóãèõ êîðíåé íåò.

á) Äà, ýòî ÷èñëî 3
√

45. Îáîçíà÷üòå èñõîäíîå ÷èñëî çà x, âîçâåäèòå
ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ðàçà â êâàäðàò è ðåøèòå ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå x4 = 45x.

â) Íåò, ýòî ðàöèîíàëüíîå (áîëåå òî÷íî � íàòóðàëüíîå) ÷èñëî 2. Îáî-
çíà÷üòå ÷èñëî çà x, âîçâåäèòå ðàâåíñòâî â êâàäðàò è ðåøèòå ïîëó÷åííîå
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 = 2 + x.

�10. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì: [x] = n ⇔ n ≤ x < n + 1. Òîãäà
[x+ 1.5] = −5 ⇔ −5 ≤ x+ 1.5 < −4 ⇔ −6, 5 ≤ x < −5, 5.

á) Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì: x = [x] +{x}, òîãäà ïîëó÷èì [x] · {x} <
[x] + {x}− 1⇔ ([x]− 1)({x}− 1) < 0. Òàê êàê {x} < 1, òî ïîäåëèì îáå
÷àñòè íåðàâåíñòâà íà âòîðîé èç ñîìíîæèòåëåé, ïîëó÷èì [x]−1 > 0, ò.å.
[x] > 1, èëè [x] ≥ 2, îòêóäà íàõîäèì x ≥ 2.

�11. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå âìåñòî x êîðåíü 1 +
√

3: (1 +
√

3)2 +
p(1 +

√
3) + q = 0 ⇔

√
3(p + 2) = −(4 + p + q). Ñïðàâà îò çíàêà

ðàâåíñòâà ñòîèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó ñëåâà òîæå äîëæíî áûòü
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, íî ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà p + 2 = 0.
Òîãäà è ñïðàâà äîëæåí áûòü íóëü. Èòàê, ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

{
p+ 2 = 0,

−(4 + p+ q) = 0
⇔

{
p = −2,

q = −2.

�12. Òàê êàê |a| ≥ a, ïðè÷¼ì |a| = a ⇔ a ≥ 0, òî |x − 1| ≥ x − 1,
|x + 1| ≥ x + 1, |x− 2| ≥ x− 2, |x + 2| ≥ x + 2,..., |x− 100| ≥ x− 100,
|x + 100| ≥ x + 100. Ñêëàäûâàÿ ýòè 200 íåðàâåíñòâ, ïîëó÷èì |x− 1| +
|x + 1| + |x − 2| + |x + 2| + ... + |x − 100| + |x + 100| ≥ 200x, ïðè÷¼ì
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ñêëàäûâàåìûå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî. Òàêèì
îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå
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

x− 1 ≥ 0,

x+ 1 ≥ 0,

x− 2 ≥ 0,

x+ 2 ≥ 0,

.................

x− 100 ≥ 0,

x+ 100 ≥ 0,

ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì x ∈ [100,+∞).
�13. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì,

åñëè îíî äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è ñàìî ñåáÿ è äðóãèõ íàòóðàëüíûõ äå-
ëèòåëåé íå èìååò. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, íàçûâàåòñÿ
ñîñòàâíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

à) Ïî ôîðìóëå ñóììû êóáîâ ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü íà íàòóðàëü-
íûå (îòëè÷íûå îò åäèíèöû) ìíîæèòåëè: 43111 + 837 = (4337)3 + (237)3 =
(4337 + 237)((4337)2 − 4337237 + (237)2). Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ÷èñëî ñî-
ñòàâíîå.

á) Äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.
â) Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå íå÷¼òíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñ-

ëîì, òî ÷èñëî 100007 · 100013 · 100001 � íå÷¼òíîå. Äàëåå, ñóììà äâóõ
íå÷¼òíûõ ÷èñåë åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî. À ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2, ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì.

�14. Äàííîå óðàâíåíèå ðàñùåïëÿåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé: (x− 1)5 = 0,

x+ 2 = 0

2x2 + 2x+ 1 = 0

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò 5 îäèíàêîâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé x1 =
x2 = x3 = x4 = x5 = 1 (ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî êîðåíü x = 1 èìååò
êðàòíîñòü 5). Âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò åù¼ îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü
x6 = −2. À ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òàê
êàê åãî äèñêðèìèíàíò D = −4 < 0. Îäíàêî îíî èìååò ïàðó êîìïëåêñ-
íûõ êîðíåé, êîòîðûå ìû ìîæåì íàéòè, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ ôîðìóëó
êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

√
−1 = i (ìíè-
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ìàÿ åäèíèöà):

x7,8 =
−2±

√
−4

4
=
−2± 2i

4
=
−1± i

2
= −1

2
± 1

2
i.

II. Çàäà÷è íà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

�16. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà A è B, ñîñòîÿùèå èç äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íàçûâàþò ïðè ýòîì ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷åíèå: A∩B) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ÷èñåë x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
îäíîâðåìåííî è ìíîæåñòâó A, è ìíîæåñòâó B (ò.å. îáùèå ýëåìåíòû).
Êðàòêî, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèìâîëèêó, ýòî îïðåäåëåíèå ìîæ-
íî çàïèñàòü òàê:

A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Çäåñü çíàê | çàìåíÿåò ñëîâîñî÷åòàíèå ¾òàêîé ÷òî¿, çíàê ∈ îçíà÷àåò
¾ïðèíàäëåæèò¿ (ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A), à çíàê ∧ (ëî-
ãè÷åñêîå "è") çàìåíÿåò ñëîâî ¾è¿.

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷åíèå: A ∪ B) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ:

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Çäåñü çíàê ∨ (ëîãè÷åñêîå "èëè") çàìåíÿåò ñëîâî ¾èëè¿. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ (íå èìåþò îáùèõ ÷èñåë), ò.å.
A ∩ B = ∅, òî èõ îáúåäèíåíèå îáîçíà÷àþò òàêæå A + B = A ∪ B è
íàçûâàþò ñóììîé.

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷åíèå: A \ B) � ýòî ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç òåõ ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B:

A \B = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}.

à) A
⋃
B = [2, 6), A ∩B = (3, 5], A \B = [2, 3].

á) A
⋃
B = {1}

⋃
(3, 7), A ∩B = {4}, A \B = {1}

⋃
[5, 7].

�17. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòè ýòèõ äâóõ áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ îäèíàêîâû (ìíîæåñòâà ñîäåðæàò ¾ðàâíîå¿ êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ôóíêöèþ y = tg x.
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Êàæäîìó ÷èñëó x èç èíòåðâàëà (−π/2, π/2) ýòà ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
y = tg x è íàîáîðîò, êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó y îòâå÷àåò åäèí-
ñòâåííîå x ∈ (−π/2, π/2) òàêîå, ÷òî tg x = y. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå óñòàíîâëåíî, ÷òî äîêàçûâàåò ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ.

Ïðèìåðû ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ: X = {1, 2, 3} (è, âîîáùå, ëþáîå ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ); X = N (ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë); X = Z (ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë); X = Q (ìíîæå-
ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë); X =

{
1
12 ,

1
22 ,

1
32 , ...,

1
n2 , ...

}
.

Ïðèìåðû íåñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ: X = (0, 1), X = (0, 1)
⋃
{5}, X =

R (ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë) � ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè
ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

�18. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåëX íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
(íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé), åñëè ñóùåñòâóþò äâà ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî
ïðè âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m ≤ x ≤ M . Ïóñòü x �
ëþáîå ÷èñëî èç äàííîãî â çàäà÷å ìíîæåñòâà X (îíî èìååò âèä 1

n ïðè
íåêîòîðîì n). È â äàííîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî 0 < x ≤ 1, ÷òî è äîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü äàííîãî
ìíîæåñòâà.

�19. à) inf X = 2 (íå äîñòèãàåòñÿ), supX = 5 (äîñòèãàåòñÿ);
á) inf X = 1 (äîñòèãàåòñÿ), supX = 7 (íå äîñòèãàåòñÿ);
â) inf X = −∞ (íå äîñòèãàåòñÿ), supX = 8 (íå äîñòèãàåòñÿ);
ã) inf X = 0 (íå äîñòèãàåòñÿ), supX = 1 (äîñòèãàåòñÿ).
Ïðèìåð ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà X, â êîòîðîì supX = inf X: X =

{1}. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà, êîòîðîå îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ è òî÷íîé íèæíåé, è òî÷íîé âåðõíåé ãðàíÿìè ìíîæåñòâà, è îáå
äîñòèãàþòñÿ íà ýòîì ýëåìåíòå.

�20. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè
â ëþáîé (ñêîëü óãîäíî ìàëîé!) îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âñåãäà èìååòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå åù¼ îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà X, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè x0.
(Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè âñåãäà ñî-
äåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà X.) Ïðè ýòîì ñàìà ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæå-
ñòâó X. Íàïðèìåð, ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b] ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé
òî÷êîé. Ëþáàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b) òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé
òî÷êîé.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé
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(ñêîëü óãîäíî ìàëîé!) å¼ îêðåñòíîñòè åñòü êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó, òàê è òî÷êè, åìó íå ïðèíàäëåæàùèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðà-
íè÷íûõ òî÷åê äàííîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò åãî ãðàíèöó. Íàïðèìåð, ó
èíòåðâàëà (a, b) åãî êîíöû � òî÷êè òî÷êè a è b � ÿâëÿþòñÿ åãî ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðå-
äåëüíûå òî÷êè (íàïðèìåð, îòðåçîê [a, b]). Åñëè ìíîæåñòâî íå èìååò íè
îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî X = {0, 1, 2}), òî åãî
òîæå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü çàìêíóòûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íà-
çûâàþò îòêðûòûì. Íàïðèìåð, èíòåðâàë (a, b) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
òàê êàê äâå åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè a è b åìó íå ïðèíàäëåæàò. Îïåðà-
öèÿ äîáàâëåíèÿ êî ìíîæåñòâó âñåõ åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ
îïåðàöèåé çàìûêàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îïåðàöèè ïîëó÷àåì çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî. Åñëè ìû äîáàâèì ê èíòåðâàëó (a, b) òî÷êè a è b, òî
ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî � îòðåçîê [a, b] � óæå ñòàíåò çàìêíóòûì. Òî åñòü
çàìûêàíèåì èíòåðâàëà (a, b) ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [a, b].

III. Çàäà÷è íà ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

�21. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî!) ïîëîæè-
òåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð n0, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn−a| < ε, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a−ε < xn < a+ε.
Èíûìè ñëîâàìè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà n0, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàõîäÿòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Èìååì: 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = 1+(2n−1)
2 · n = n2.

lim
n→+∞

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1)

5n2
= lim

n→+∞

n2

5n2
=

1

5
.

�22. lim
n→+∞

(n+ 1)!− n!

(n+ 1)!
= lim

n→+∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

�23. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé,
åñëè ñóøåñòâóþò òàêèå ÷èñëà m è M , ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ íîìå-
ðàõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m ≤ xn ≤M .

à)
{

(−1)n

n

}
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, âû-

ïèøåì â ÿâíîì âèäå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè: −1, 1

2 ,−
1
3 ,

1
4 , ... Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî −1 ≤ (−1)n

n ≤ 1
2 , à ýòî è îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëîâîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíà÷å: çàìåòèì, ÷òî ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë: lim

n→+∞
(−1)n

n = 0, ò.å. ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

á) {2−n} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáùèé ÷ëåí ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå: 1

2n . Âûïè-
øåì â ÿâíîì âèäå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ: 1

2 ,
1
4 ,

1
8 , ... Î÷åâèäíî, ÷òî

ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ íîìåðàõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < 1
2n ≤

1
2 ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

â)
{
− 1
n3

}
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûïèøåì â ÿâíîì âè-

äå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ: −1,−1
8 ,−

1
27 , ... Î÷åâèäíî, ïðè âñåõ n ∈ N

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: −1 ≤ − 1
n3 < 0, êîòîðîå îçíà÷àåò îãðàíè-

÷åííîñòü äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíà÷å: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

n→+∞

(
− 1
n3

)
= 0, à ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îãðàíè÷åíà.
ã) {sinn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê | sinn| ≤ 1,

ò.å. −1 ≤ sinn ≤ 1 ïðè âñåõ n ∈ N.
ä) {− 3

√
n} � íåîãðàíè÷åííàÿ (ñíèçó) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê

îíà, íåîãðàíè÷åííî óáûâàÿ ñ ðîñòîì n, ñòðåìèòñÿ â ïðåäåëå ê −∞:
lim

n→+∞
(− 3
√
n) = −∞. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò áåñêîíå÷íî

áîëüøèìè.
å) {lnn} � íåîãðàíè÷åííàÿ (ñâåðõó) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê

lim
n→+∞

lnn = +∞ (áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

æ)
(

1
2

)n
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê lim

n→+∞

(
1
2

)n
= 0.

ç)
{

1
n!

}
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê lim

n→+∞
1
n! = 0.

è)
n

n+ 1
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê 0 <

n

n+ 1
< 1.

ê) (n− 5)2 � íåîãðàíè÷åííàÿ (ñâåðõó) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê
lim

n→+∞
(n− 5)2 = +∞.

ë) {1,−1, 1,−1, 1,−1, ...} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê
êàê −1 ≤ xn ≤ 1 ïðè âñåõ n ∈ N.

�24. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñ-
òàþùåé), åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòó-
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ðàëüíîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî xn < xn+1 (ñîîò-
âåòñòâåííî, xn > xn+1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé (óáûâàþùåé). Âîçðàñòàþùèå, óáûâàþùèå, íåâîçðàñòàþùèå è
íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè, ïðè÷¼ì
óáûâàþùèå è âîçðàñòàþùèå � ñòðîãî ìîíîòîííûìè.

à)
{

(−1)n

n

}
� íåìîíîòîííàÿ (çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ) ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.
á) {2−n} � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê xn =

1
2n >

1
2n+1 = xn+1 äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, ...

â)
{
− 1
n3

}
� ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ýòî õî-

ðîøî âèäíî, åñëè âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ:
−1,−1

8 ,−
1
27 , ...). Âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè: xn = − 1
n3 < −

1
(n+1)3 = xn+1.

ã) {sinn} � íåìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
ä) {− 3

√
n} � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

xn = − 3
√
n > − 3

√
n+ 1 = xn+1 ïðè âñåõ n ∈ N.

å) {lnn} � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê
xn = lnn < ln(n+ 1) = xn+1 ïðè âñåõ n ∈ N.

æ)
(

1
2

)n
� ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

xn =
(

1
2

)n
>
(

1
2

)n+1
= xn+1 ïðè âñåõ n ∈ N.

ç)
{

1
n!

}
� ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

xn = 1
n! >

1
(n+1)! = xn+1 ïðè âñåõ n ∈ N.

è) { n
n+1} � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâè-

òåëüíî, n
n+1 = 1− 1

n+1 . Òàê êàê {
1

n+1} � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî {− 1

n+1} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðèáàâëåíèå êîíñòàí-
òû (åäèíèöû) íå ìåíÿåò ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

ê) {(n − 5)2} � íåìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê âíà÷à-
ëå å¼ ÷ëåíû óìåíüøàþòñÿ, à çàòåì íà÷èíàþò óâåëè÷èâàòüñÿ: 16, 9, 4,
1, 0, 1, 4, 9, 16, 25, ...

ë) {1,−1, 1,−1, 1,−1, ...} � íåìîíîòîííàÿ, çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü.

�25. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà A íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N = N(A) (çàâèñÿùèé îò A), ÷òî äëÿ
ëþáîãî n ≥ N (ò.å. íà÷èíàÿ ñ ýòîãî íîìåðà) áóäåò âûïîëíåíî: |xn| > A.
Òî åñòü åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (íåâàæíî, êàêîãî çíàêà).
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Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = n4, yn = (−1)nn ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

íåîãðàíè÷åííîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ íàòóðàëü-
íûé íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N áóäåò âûïîëíåíî:
|xn| < ε. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè îíà èìååò ïðåäåë, ðàâíûé íóëþ (ñõîäèò-
ñÿ ê 0).

à)
{

(−1)n

n

}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

(−1)n

n = 0.

á) {2−n} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó
lim

n→+∞
1
2n = 0.

â)
{
− 1
n3

}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

(− 1
n3 ) = 0.

ã) {sinn} � íå ÿâëÿåòñÿ íè áåñêîíå÷íî ìàëîé, íè áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

ä) {− 3
√
n} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

(− 3
√
n) = −∞.

å) {lnn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó
lim

n→+∞
(lnn) = +∞.

æ)
(

1
2

)n
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

(
1
2

)n
= 0.

ç)
{

1
n!

}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

1
n! = 0.

è) { n
n+1} � íå ÿâëÿåòñÿ íè áåñêîíå÷íî ìàëîé, íè áåñêîíå÷íî áîëüøîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òàê êàê lim
n→+∞

n
n+1 = 1.

ê) {(n− 5)2} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó
lim

n→+∞
(n− 5)2 = +∞.

ë) {1,−1, 1,−1, 1,−1, ...} � íå ÿâëÿåòñÿ íè áåñêîíå÷íî ìàëîé, íè
áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âî-
îáùå íå èìååò ïðåäåëà (ðàñõîäèòñÿ).

�26. Ïðèâåä¼ì òðè ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé îïðåäåëåíèÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Îïð. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî a, ÿâëÿþùååñÿ å¼ ïðåäåëîì. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ÷èñëó. Îáîçíà÷åíèå: lim

n→+∞
xn =

a, èëè xn→ a ïðè n→ +∞. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.

Îïð. 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàé-
ä¼òñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn − a}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. ×èñëî a â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Îïð. 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàé-
ä¼òñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî â ëþáîé ε−îêðåñòíîñòè òî÷êè
a ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà (çàâèñÿùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ε).

à)
{

(−1)n

n

}
� ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→+∞

(−1)n

n = 0.

á) {2−n} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

n→+∞
1
2n = 0.

â)
{
− 1
n3

}
� ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→+∞

(− 1
n3 ) = 0.

ã) {sinn} � íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàñõîäèòñÿ.

ä) {− 3
√
n} � ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→+∞
(− 3
√
n) = −∞, íî îí áåñêîíå-

÷åí, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.
å) {lnn} � ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→+∞
(lnn) = +∞, íî îí áåñêîíå÷åí,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.
æ)

(
1
2

)n
� ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→+∞

(
1
2

)n
= 0.

ç)
{

1
n!

}
� ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→+∞

1
n! = 0.

è) { n
n+1} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→+∞

n
n+1 = 1.

ê) {(n− 5)2} � ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→+∞

(n− 5)2 = +∞, íî îí áåñêî-
íå÷åí, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.

ë) {1,−1, 1,−1, 1,−1, ...} � íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà, ñëåäîâàòåëüíî,
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.
�27. Ïîêàæåì, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n(−1)n íå

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé. Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 1, 2, 1

3 , 4,
1
5 , 6,

1
7 , ... Âèäíî, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè
1, 1

3 ,
1
5 ,

1
7 , ..., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íóëþ (ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé), à

ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

�28. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1+
1

2
+

1

22
+

1

23
+ ...+

1

2n
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 2. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïî ôîðìóëå ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñññèè ñ ïåð-
âûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòåëåì q = 1

2 : xn = b1 · 1−qn
1−q = 2

(
1−

(
1
2

)n)
.

Òîãäà lim
n→+∞

2
(
1−

(
1
2

)n)
= 2, òàê êàê

(
1
2

)n → 0.

�29. Óìíîæèì è ðàçäåëèì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà íà ñîïðÿ-
æ¼ííîå âûðàæåíèå:

lim
n→+∞

(
√
n+ 1−

√
n− 1) = lim

n→+∞

(
√
n+ 1−

√
n− 1)(

√
n+ 1 +

√
n− 1)

(
√
n+ 1 +

√
n− 1)

=

= lim
n→+∞

2

(
√
n+ 1 +

√
n− 1)

= 0.

�30. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} òàêèõ,
÷òî lim

n→+∞
xn = 0, lim

n→+∞
yn = ∞, à èõ ïðîèçâåäåíèå {xnyn} ÿâëÿëîñü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ:
à) ñõîäÿùåéñÿ: xn = 1

n −
1
n2 , yn = n;

á) áåñêîíå÷íî ìàëîé: xn = 1
n3 , yn = n;

â) áåñêîíå÷íî áîëüøîé: xn = 1
n , yn = n2;

ã) ðàñõîäÿùåéñÿ: xn = (−1)n

n , yn = n2.

�31. lim
n→+∞

2n2 + n+ 1

3n2 − 1
= lim

n→+∞

n2(2 + 1
n + 1

n2 )

n2(3− 1
n2 )

= lim
n→+∞

2 + 1
n + 1

n2

3− 1
n2

=

2
3 .

�32. lim
n→+∞

2n− 3

n5 + 1
= lim

n→+∞

n(2− 3
n)

n(n4 + 1
n)

= lim
n→+∞

2− 3
n

n4 + 1
n

= 0.

�33. lim
n→+∞

2n3 + 4

5n− 21
= lim

n→+∞

n(2n2 + 4
n)

n(5− 21
n )

= lim
n→+∞

2n2 + 4
n

5− 21
n

= +∞.
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�34. lim
n→+∞

n sinn!

n2 + 1
= lim

n→+∞

(
n

n2 + 1
· sinn!

)
= 0 êàê ïðåäåë ïðîèç-

âåäåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { n
n2+1} → 0 íà îãðàíè-

÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sinn!}.
�35. lim

n→+∞

1 + 2 + 3 + ...+ n√
9n4 + 1

. Â ÷èñëèòåëå ïðåîáðàçóåì ñóììó ïåð-

âûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè Sn =
a1 + an

2
n: 1 + 2 + 3 +

...+ n =
(1 + n)n

2
. Òîãäà lim

n→+∞

1 + 2 + 3 + ...+ n√
9n4 + 1

= lim
n→+∞

(1 + n)n

2
√

9n4 + 1
=

= lim
n→+∞

n2( 1
n + 1)

2n2
√

9 + 1
n4

= lim
n→+∞

1
n + 1

2
√

9 + 1
n4

=
1

6
.

�36. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n
2n+1 ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îïðåäåëåíèå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè: xn < xn+1, èëè

xn+1

xn
> 1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ïîêàæåì, ÷òî

îíî âûïîëíÿåòñÿ:

xn+1

xn
=

(n+ 1)(2n+ 1)

(2(n+ 1) + 1)n
> 1 ⇔ (n+ 1)(2n+ 1)

(2n+ 3)n
> 1 ⇔

2n2 + 3n+ 1

2n2 + 3n
> 1 − âåðíî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
�37. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

2
√
n èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðè n → +∞ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

áîëüøîé), îïðåäåëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî E > 0 ÷èñëî N = N(E) òàêîå,
÷òî |xn| > E ïðè n > N .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî E è âûïè-
øåì íåðàâåíñòâî |xn| > E ⇔ |2

√
n| > E ⇔ 2

√
n > E. Íàéä¼ì, íà÷èíàÿ ñ

êàêîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî. Ïðîëîãà-
ðèôìèðóåì åãî ïî îñíîâàíèþ 2:

√
n > log2E⇔ n > log2

2E. Íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(E), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ äàí-
íîå íåðàâåíñòâî, áóäåò N = [log2

2E]+1, ãäå [log2
2E] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

log2
2E.
�38. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ:
à) lim

n→+∞
xn = A, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî (ñêîëü óãîäíî

ìàëîãî!) ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(ε) (çàâèñÿùèé
îò ε) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N âûïîëÿåòñÿ óñëîâèå: |xn − A| < ε.
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á) lim
n→+∞

xn =∞, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî!) äåéñòâè-

òåëüíîãî E > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , çàâèñÿùèé îò E, òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ
n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn| > E.

â) lim
n→+∞

xn = +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî!) äåé-

ñòâèòåëüíîãî E > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , çàâèñÿùèé îò E, òàêîé, ÷òî
xn > E ∀n ≥ N .

�39. Ñäåëàåì çàìåíó t = 6

√
1 + 1

n , òîãäà ïîëó÷èì

lim
n→+∞

3

√
1 + 1

n − 1√
1 + 1

n − 1
= lim

t→1

t2 − 1

t3 − 1
= lim

t→1

(t− 1)(t+ 1)

(t− 1)(t2 + t+ 1)
=

= lim
t→1

t+ 1

t2 + t+ 1
=

2

3
.

�40. C ïîìîùüþ 1-ãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→+∞

(
n2 sin

1

3n2

)
=

1

3
· lim
n→+∞

sin 1
3n2

1
3n2

=
1

3
.

�41. C ïîìîùüþ 2-ãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà lim
n→+∞

(
1 + 1

n

)n
= e

âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→+∞

(
1 +

1

3n

)n
= lim

n→+∞

((
1 +

1

3n

)3n
) 1

3

= e
1
3 = 3
√
e.

�42. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî
óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî îíà ñõîäèòñÿ. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü äàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =

(
1− 1

2

) (
1− 1

22

)
· ... ·

(
1− 1

2n

)
.

Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæè-
òåëüíû (ò.å. îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì 0).

Âî-âòîðûõ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

xn+1

xn
è ïîêàæåì, ÷òî îíî ìåíüøå 1

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n (â îáùåì ñëó÷àå áûëî áû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ýòî âûïîëíÿëîñü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà):

xn+1

xn
=

(
1− 1

2

)(
1− 1

22

)
· ... ·

(
1− 1

2n

)(
1− 1

2n+1

)
(

1− 1

2

)(
1− 1

22

)
· ... ·

(
1− 1

2n

) = 1− 1

2n+1
< 1.
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3 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ôóíêöèè îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïå-
ðåìåííîé: îïðåäåëåíèÿ, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (ôóíêöèè îäíîé äåéñòâèòåëü-
íîé ïåðåìåííîé).

I. Ôóíêöèÿ îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ïîíÿòèå
ôóíêöèè. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé, ãðàôèê. ßâíûé,
íåÿâíûé è ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè â äåêàðòîâîé
è ïîëÿðíîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ôîðìóëû ïåðåõîäà èç ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïîëÿðíóþ.

II. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé. ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü), ïåðèî-
äè÷íîñòü, îãðàíè÷åííîñòü (ñâåðõó, ñíèçó, ñ äâóõ ñòîðîí), òî÷íûå ãðàíè
ôóíêöèé, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, ìîíîòîííîñòü, ëîêàëü-
íûå è ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû, âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Ïîíÿ-
òèå îáðàòíîé ôóíêöèè, ñâîéñòâà âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èõ ãðàôèêè.

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà äîìàøíåãî çàäàíèÿ, ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
ðàáîòà ïî òåìàì ñåìèíàðîâ 1 è 2.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.

[4] Ðàçäåë II (Ââåäåíèå â àíàëèç), Ãë. 5 (Ôóíêöèÿ):

[5] Ãë. 4 (Ôóíêöèÿ), �1 (Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ),
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ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 3.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çà-
äà÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî
òîãäà âû ìîæåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå
ïûòàéòåñü ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî
ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ëåê-
öèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçäåëó.

3.1 Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ôóíêöèè

�1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé è ïî-
ñòðîéòå ýñêèçû èõ ãðàôèêîâ:

à) y = log2(x− 1), á) y =
1

x+ 1
, â) y = 2x, ã) y = (x− 2)2 + 3,

ä) y = arcsinx, å) y = arctg x, æ) y = D(x) (ôóíêöèÿ Äèðèõëå).

�2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé è ïî-
ñòðîéòå ýñêèçû èõ ãðàôèêîâ:

à) y =
√
x− 1, á) y =

√
1− x, â) y = sinx, ã) y = cosx,

ä) y = tg x, å) y = ctg x, æ) y = [x], ç) y = {x}, è) y = |1− x2|.
�3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

y =
x

1 + x2
.

3.2 Çàäà÷è íà îãðàíè÷åííîñòü è òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè

�4. ×òî òàêîå òî÷íàÿ íèæíÿÿ (òî÷íàÿ âåðõíÿÿ) ãðàíè ôóíêöèè?
(Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ). Íàéäèòå òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíè ôóíêöèé èç çàäà÷ �1 è �2 è óêàæèòå, äîñòèãàþòñÿ
ëè îíè è ïðè êàêèõ x.

3.3 Çàäà÷è íà ìîíîòîííûå ôóíêöèè

�5. ×òî òàêîå âîçðàñòàþùàÿ, óáûâàþùàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ, íåóáûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèè? ×òî çíà÷èò ìîíîòîííàÿ (íåìîíîòîííàÿ) ôóíêöèÿ? (Ïðè-
âåäèòå îïðåäåëåíèÿ). Ïîñòðîèâ ãðàôèêè ôóíêöèé, óáåäèòåñü â òîì, ÷òî
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ôóíêöèè y = x, y = x3, y = 2x, y = 3
√
x (x ∈ R), y = lnx (x >

0), y = tg x ïðè x ∈ (−π
2 ,

π
2 ) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè, ôóíêöèè

y = −x, y = −x5, y = −
√
x (x ≥ 0), y = 1

x (x > 0), y = (1
3)x, y = ctg x

ïðè x ∈ (0, π) ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè, ôóíêöèÿ y = −sgnx ÿâëÿåòñÿ
íåâîçðàñòàþùåé, à ôóíêöèÿ y = sgnx � íåóáûâàþùåé. ßâëÿþòñÿ ëè
ìîíîòîííûìè ôóíêöèè y = [x] (àíòüå, èëè öåëàÿ ÷àñòü), y = {x} (ìàí-
òèññà, èëè äðîáíàÿ ÷àñòü)? Ïðèâåäèòå äðóãèå ïðèìåðû ìîíîòîííûõ è
íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

3.4 Çàäà÷è íà ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

�6. ×òî òàêîå ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîä, ãëàâíûé ïåðèîä? Ïðè-
âåäèòå îïðåäåëåíèå. Íàéäèòå ãëàâíûé ïåðèîä ôóíêöèé:

à) y = cos2 3x, á) y = 5 sin
3x

2
− 3 cos

x

3
, â) y ≡ 1, ã) y = cosx− 5 tg πx.

�7. Ìîæåò ëè ñóììà ïåðèîäè÷åñêîé è íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèé
áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé? Ðàññìîòðèòå ïðèìåð: f(x) = sin(πx),
g(x) = cos x− sin(πx).

�8. Ñóùåñòâóþò ëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y =
x2 − a
x2 − a

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé?

3.5 Çàäà÷è íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

�9. ×òî òàêîå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) ôóíêöèè? Ëîêàëü-
íûé ýêñòðåìóì? (Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ). Â ñëåäóþùèõ ïðèìå-
ðàõ îïðåäåëèòå, èìååò ëè ôóíêöèÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå x = 0.
Åñëè äà, òî êàêîé èìåííî è ïî÷åìó (ïîñòðîéòå ãðàôèêè):

à) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

íå îïðåäåëåíà, åñëè x = 0;

á) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−1, åñëè x = 0;
â) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

1, åñëè x = 0;

ã) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−x2, åñëè x < 0;
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�10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíê-
öèè y = 3ax2 − 12ax+ a2 − 11 ðàâåí 2?

�11. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèé:

à) ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
0, åñëè x ∈ R \Q;

á) f(x) =

{
|x|, åñëè x 6= 0,

−2, åñëè x = 0;
â) f(x) =

{
sinx, åñëè x 6= 0,

10, åñëè x = 0.

3.6 Çàäà÷è íà âûïóêëûå ôóíêöèè

�12. ×òî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ (âíèç) íà ìíîæåñòâå
X? ×òî òàêîå òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè? (Ïðèâåäèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ).

Êàêèå èç ôóíêöèé: y = |x|, y = x2, y = x3, y = (1
2)x, y =

√
x,

y = cosx, y = tg x, y = ax2 + bx + c (a 6= 0), y = 1
x ñîõðàíÿþò îäíî è

òî æå íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (è êàêîå)?
Ãðàôèêè êàêèõ èç óêàçàííûõ ôóíêöèé èìåþò òî÷êè ïåðåãèáà? Íàéäèòå
ýòè òî÷êè.

3.7 Çàäà÷è íà îáðàòíûå ôóíêöèè

�13. ×òî òàêîå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ è êàê å¼ íàéòè? Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ
ñîâïàäàòü ñî ñâîåé îáðàòíîé? Íàéäèòå îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê äðîáíî-

ëèíåéíîé ôóíêöèè y =
2x+ 3

5x− 2
.

�14. Ìîæåò ëè íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) (−∞ < x < +∞)
èìåòü îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ? Ðàññìîòðèòå ïðèìåð:

y =

{
x, åñëè x � ðàöèîíàëüíî;

−x, åñëè x � èððàöèîíàëüíî.

3.8 Çàäà÷è íà ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

�15. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R f(x) = 5−2x, f(2−3g(x)) = 13−24x.
Îïðåäåëèòå âèä ôóíêöèè g(x).

�16. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ x è y óðàâíåíèþ: f(x− y) = f(x) + f(y)− 2xy.
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�17. Íàéäèòå çíà÷åíèå f(2), åñëè äëÿ ëþáîãî x 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî 2f(x)− 3f( 1

x) = x2.

Óêàçàíèå: ïîäñòàâüòå â óðàâíåíèå ñíà÷àëà x = 2, çàòåì x = 1
2 è èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé íàéäèòå f(2).

3.9 Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå íàèìåíüøåãî (íàèáîëüøåãî) çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè

�18. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî î ñóììå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë, íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = 4 sin2 x+
1

sin2 x
,

à òàêæå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ îíî äîñòèãàåòñÿ.
�19. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ôóíêöèè f(x) = x4 +
2

x2
. Ïðè êàêèõ x îíî äîñòèãàåòñÿ?

�20. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ èìååò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå? Ðàññìîòðèòå ïðèìåð y = arctg x.

�21. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

y =
x4 + 6x2 + 10

x2 + 3
, x ∈ R.

Ñòóäåíò ðåøèë çàäà÷ó òàê. ¾Ïåðåïèøåì ôóíêöèþ â âèäå

y =
x4 + 6x2 + 10

x2 + 3
=
x2(x2 + 3) + 3(x2 + 3) + 1

x2 + 3
= x2 + 3 +

1

x2 + 3

(ìîæíî áûëî ïîäåëèòü ìíîãî÷ëåí â ÷èñëèòåëå íà ìíîãî÷ëåí â çíàìå-
íàòåëå). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì î ñóììå äâóõ îáðàòíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë: y = x2 + 3 + 1

x2+3 ≥ 2, ïðè÷¼ì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå,
ðàâíîå 2, äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè x2 + 3 = 1, êîòîðîå, î÷åâèäíî,
íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò¿. Ïðàâ ëè ñòóäåíò?

3.10 Çàäà÷è íà ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ôóíêöèè

�22. ×òî òàêîå ÷¼òíàÿ (íå÷¼òíàÿ) ôóíêöèÿ? Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëå-
íèÿ. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ y = log2(x+

√
1 + x2) ÷¼òíîé èëè íå÷¼òíîé?
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�23. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ y = |x − 2| − 3|x| + |x + 2| ÷¼òíîé èëè
íå÷¼òíîé?

�24. Åñëè ìîæíî, òî ïðåäñòàâüòå ôóíêöèþ y = 3x â âèäå ñóììû
÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèé.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì: f(x) ≡ f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
.

�25. Íàéäèòå ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé, íåâîçðàñòàþùåé,
íåóáûâàþùåé è ïåðèîäè÷åñêîé.

�26. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé, ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 4 è íà
ïðîìåæóòêå 0 ≤ x ≤ 2 å¼ çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó f(x) =
1− |x− 1|.

3.11 Ðàçíûå çàäà÷è

�27. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà m ãðàôèêè ôóíêöèé y = x2 +
mx+ 3 è y = x2 + 19x+ 8 íå ïåðåñåêóòñÿ?
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

I. Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ôóíêöèè.

�1. à) y = log2(x − 1). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèè çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì x − 1 > 0, ïîýòîìó D(y) =
(1,+∞). Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:E(y) = R, èëèE(y) = (−∞,+∞).
Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò âåðòèêàëüíóþ àñ�èìïòîòó, óðàâíåíèå êîòîðîé
x = 1, è ðàñïîëîæåí â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè îò ýòîé ïðÿìîé. Ãðà-
ôèê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ãðàôèêà y = log2 x
âïðàâî íà åäèíèöó.

á) y = 1
x+1 . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) : x 6= −1, îáëàñòü çíà÷åíèé:

E(y) = (−∞, 0)
⋃

(0,+∞). Ãðàôèê ýòîé äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ãîðèçîíòàëüíîé àñ�èìïòîòîé y = 0 è âåðòèêàëüíîé
àñ�èìïòîòîé x = −1. Ãðàôèê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì ãèïåðáîëû y = 1

x âëåâî íà åäèíèöó.
â) y = 2x. Ýòî ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:

D(y) = R, îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = (0,+∞). Òàê êàê îñíîâàíèå ðàâíî
2 (áîëüøå åäèíèöû), òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

ã) y = (x − 2)2 + 3. Ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, å¼ ãðàôèê íàçû-
âàåòñÿ ïàðàáîëîé. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = R, îáëàñòü çíà÷åíèé:
E(y) = [3,+∞). Ãðàôèê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
ïàðàáîëû y = x2 âïðàâî íà 2 åäèíèöû è ââåðõ íà 3 åäèíèöû.

ä) y = arcsinx. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà (ôóíêöèÿ, îáðàò-
íàÿ ê ôóíêöèè y = sinx, x ∈ [−π

2 ,
π
2 ]) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê

x ∈ [−1, 1], îáëàñòü çíà÷åíèé � îòðåçîê y ∈ [−π
2 ,

π
2 ]. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

íå÷¼òíîé (arcsin(−x) = − arcsinx, ∀x ∈ [−1, 1]), âîçðàñòàþùåé.
å) y = arctg x. Àðêòàíãåíñ (ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = tg x,

x ∈ (−π
2 ,

π
2 )) îïðåäåë¼í íà âñ¼ì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x ∈ R,

îáëàñòü çíà÷åíèé � èíòåðâàë y ∈ (−π
2 ,

π
2 ). Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé

(arctg(−x) = − arctg x, ∀x ∈ R), âîçðàñòàþùåé.
æ) Ôóíêöèÿ Äèðèõëå:

D(x) =

{
1, åñëè x− ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x− èððàöèîíàëüíî,

îïðåäåëåíà ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x. Îíà ìîæåò ïðèíèìàòü âñåãî
äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1, ïîýòîìó E(y) = {0, 1}. Ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ, íå ÿâëÿ-
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åòñÿ ìîíîòîííîé.
�2. à) y =

√
x− 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé ôóíêöèè çàäà-

¼òñÿ íåðàâåíñòâîì x − 1 ≥ 0, ïîýòîìó D(y) = [1,+∞). Îáëàñòü çíà÷å-
íèé ôóíêöèè: E(y) = [0,+∞). Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ. Å¼ ãðàôèê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
ãðàôèêà y =

√
x âïðàâî íà åäèíèöó.

á) y =
√

1− x. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé ôóíêöèè çàäà¼òñÿ
íåðàâåíñòâîì 1 − x ≥ 0, ïîýòîìó D(y) = (−∞, 1]. Îáëàñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèè: E(y) = [0,+∞). Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ. Å¼ ãðàôèê ñèììåòðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y =

√
x− 1 îòíîñè-

òåëüíî ïðÿìîé x = 1.
â) y = sinx. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ôóíêöèè D(y) = R. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = [−1, 1]. Ôóíê-
öèÿ íå ìîíîòîííà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé
(sin(−x) = − sinx, ∀x ∈ R), ïîýòîìó å¼ ãðàôèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé, âûõîäèò
èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ. Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ
ïåðèîäîì T = 2π. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 1 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
êàõ x = π

2 + 2πn, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî (−1) è äîñòèãàåòñÿ ïðè
x = −π

2 + 2πn, n ∈ Z.
ã) y = cosx. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè D(y) = R. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = [−1, 1].
Ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé
(cos(−x) = cosx, ∀x ∈ R), ïîýòîìó å¼ ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy. Ãðàôèê ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ êîñèíóñ�îèäîé. Ôóíêöèÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = 2π. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 1 è
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = 2πn, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî (−1) è äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè x = π + 2πn, n ∈ Z.

ä) y = tg x. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè D(y) : x 6= π

2 + πn, n ∈ Z. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:
E(y) = R. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëàõ x ∈ (−π

2 + πn, π2 + πn),
ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé (tg(−x) = − tg x), ïîýòîìó å¼ ãðàôèê èìååò öåíòð
ñèììåòðèè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ òàíãåíñî-
èäîé, âûõîäèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ. Ôóíêöèÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = π.

å) y = ctg x. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) ýòîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè D(y) : x 6= πn, n ∈ Z. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = R.
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Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà èíòåðâàëàõ x ∈ (πn, π + πn), ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé
(ctg(−x) = − ctg x), ïîýòîìó å¼ ãðàôèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ êîòàíãåíñ�îèäîé. Ôóíêöèÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = π.

æ) y = [x]. Ñì. ñåìèíàð 1, �17.
ç) y = {x}. Ñì. ñåìèíàð 1, �17.
è) y = |1− x2|. Ìîæíî ïîñòðîèòü ýòîò ãðàôèê çà íåñêîëüêî øàãîâ.

1) Ïîñòðîèì ïàðàáîëó y = x2. 2) Ïîñòðîèì ãðàôèê y = −x2 (óìíî-
æåíèå ôóíêöèè íà (−1) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî å¼ ãðàôèê îòîáðàæàåòñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Ox). 3) Ïîñòðîèì ãðàôèê y = 1 − x2

(ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ââåðõ íà 1 åäè-
íèöó). 4) Íàêîíåö, òó ÷àñòü ãðàôèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íå íèæå
îñè Ox, ìû îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ, à òó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè, îòðàçèì ââåðõ ñèììåòðè÷íî îñè Ox. Ãðàôèê ïîñòðîåí.

�3. Íàéä¼ì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ y áåç ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíê-
öèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè x = 0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y = 0.
Âûÿñíèì, êàêèå åù¼ çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ôóíêöèÿ. Ïðè y 6= 0

ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî y =
x

1 + x2
êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè-

òåëüíî x ñ ïàðàìåòðîì y: yx2 − x + 4 = 0. Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà-
÷ó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå: ¾Ïðè êàêèõ y ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìå-
åò ðåøåíèÿ?¿ Äëÿ ýòîãî äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëåí:
D = 1 − 4y2 ≥ 0 ⇔ y ∈

[
−1

2 , 0)
⋃

(0, 1
2

]
. Îáúåäèíÿÿ ñ íóë¼ì, ïðèõîäèì

ê îòâåòó: E(y) = [−1
2 ,

1
2 ].

�4. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåò-
ñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà m è M (íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé è âåðõíåé
ãðàíÿìè ôóíêöèè), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
m ≤ f(x) ≤ M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííîé íà X. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè îçíà÷àåò
îãðàíè÷åííîñòü å¼ îáëàñòè çíà÷åíèé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òàê êàê ñó-
ùåñòâóþò m = −10 è M = 100 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
x âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî −10 ≤ sinx ≤ 100. Ìû ìîãëè
âçÿòü äðóãèå çíà÷åíèÿ ãðàíåé, íàïðèìåð, m = −3 è M = 2, è âñ¼
ðàâíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî (óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè) âûïîëíÿëîñü áû.
Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êîíå÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü,
òî ñóùåñòâóþò ñðàçó áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðõíèõ ãðàíåé, òàê êàê ëþáîå

60



÷èñëî, áîëüøåå âåðõíåé ãðàíè, òîæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ôóíê-
öèè. Èòàê, êàê íèæíèõ, òàê è âåðõíèõ ãðàíåé ó ëþáîé îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íàèìåíüøóþ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé
(îíà âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà) íàçâàëè òî÷íîé âåðõíåé ãðà-
íüþ è îáîçíà÷èëè sup

x∈X
f(x) (ïðîèçíîñèòñÿ ¾ñóïð�åìóì¿), à íàèáîëüøóþ

èç âñåõ íèæíèõ ãðàíåé, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ (îáî-
çíà÷àåòñÿ inf

x∈X
f(x), ò.å. ¾�èíôèìóì¿). Òàê, äëÿ ôóíêöèè ñèíóñ èìååì:

inf sin x = −1, inf sin x = −1. Òî÷íûå ãðàíè ìîãóò äîñòèãàòüñÿ ïðè
íåêîòîðûõ x, è òîãäà èõ íàçûâàþò íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà-
÷åíèÿìè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X, íî ìîãóò è íå äîñòèãàòüñÿ íè ïðè
êàêèõ x ∈ X.

à) y = log2(x− 1): inf y = −∞, sup y = +∞.
á) y = 1

x+1 : inf y = −∞, sup y = +∞.
â) y = 2x: inf y = 0 (íå äîñòèãàåòñÿ), sup y = +∞.
ã) y = (x− 2)2 + 3: inf y = 3 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 2), sup y = +∞.
ä) y = arcsinx: inf y = −π

2 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = −1), sup y = π
2

(äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 1).
å) y = arctg x: inf y = −π

2 , sup y = π
2 (íå äîñòèãàþòñÿ).

æ) Ôóíêöèÿ Äèðèõëå: inf y = 0 (äîñòèãàåòñÿ ïðè èððàöèîíàëüíûõ
x), sup y = (äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàöèîíàëüíûõ x).

à) y =
√
x− 1: inf y = 0 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 1), sup y = +∞.

á) y =
√

1− x: inf y = 0 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 1), sup y = 1 (äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè x = 0).

â) y = sin x: inf y = −1 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = −π
2 + 2πn), sup y = 1

(äîñòèãàåòñÿ ïðè x = π
2 + 2πn, n ∈ Z).

ã) y = cosx: inf y = −1 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = π + 2πn), sup y = 1
(äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 2πn, n ∈ Z).

ä) y = tg x: inf y = −∞, sup y = +∞.
å) y = ctg x: inf y = −∞, sup y = +∞.
æ) y = [x]: inf y = −∞, sup y = +∞.
ç) y = {x}: inf y = 0 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = n, n ∈ Z), sup y = 1 (íå

äîñòèãàåòñÿ).
è) y = |1− x2|: inf y = 0 (äîñòèãàåòñÿ ïðè x = ±1), sup y = +∞.
�5. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà

ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç íåðàâåíñòâà x1 < x2

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x1) > f(x2)).
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Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå X, åñ-
ëè áî́ëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå áî́ëüøåå
(ñîîòâåòñòâåííî, ìǻíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x2 âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå [0,+∞), ïîñêîëüêó åñëè ìû

âîçüì¼ì ëþáûå x1, x2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî x1 < x2, òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x1) = x2
1 < x2

2 = f(x2). Íà îñòàâøåìñÿ ïðîìåæóòêå x ∈ (−∞, 0) ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò,

÷òî õîðîøî âèäíî íà å¼ ãðàôèêå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé êâàäðàòè÷íàÿ

ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Ôóíêöèÿ y = sinx âîçðàñòàåò íà îòðåçêàõ [−π
2 + 2πn, π2 + 2πn], n ∈ Z, è óáûâàåò

íà îòðåçêàõ [π2 + 2πn, 3π
2 + 2πn], íå ÿâëÿÿñü ìîíîòîííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ y = 1/x óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ x ∈ (−∞, 0)

è x ∈ (0,+∞).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé) íà
ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäó-
åò íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî f(x1) ≥ f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x1) ≤ f(x2)).

Ïî àíàëîãèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå
ôóíêöèè íàçûâàþò (ñòðîãî) ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè. Íàðÿäó ñ óáû-
âàþùèìè è âîçðàñòàþùèìè, ê ìîíîòîííûì îòíîñÿò íåóáûâàþùèå è
íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè.

Ïðèìåðû: y = x3 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ; log0,1 x � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ; y = [x]
(öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, àíòü�å) è y = sgnx (ñ�èãíóì, çíàê ÷èñëà x) � íåóáûâàþùèå ôóíêöèè:

sgnx =


+1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1, åñëè x < 0.

Ïðèìåðû íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé: ôóíêöèÿ Äèðèõëå

D(x) =

{
1, åñëè x− ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x− èððàöèîíàëüíî,

y = sinx, y = cosx, y = x2.
�6. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåðàâíîå íóëþ äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî T (íàçûâàåìîå ïåðèîäîì), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ÷èñëà x ± T
òàêæå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X, è ïðè ýòîì ∀x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè: f(x+T ) = f(x). Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé
ïåðèîä (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, èëè îñ-
íîâíûì, ïåðèîäîì ôóíêöèè. Ïî óìîë÷àíèþ â çàäà÷àõ èùåòñÿ ãëàâíûé
ïåðèîä.
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Ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé: y = sinx, y = cosx (ïåðèîä T = 2π), y = tg x,

y = ctg x (ïåðèîäû ðàâíû π), y = {x} (äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ïåðèîä ðàâåí 1).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âûòåêàþò å¼ ñâîéñòâà:

1) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé òî÷êå x0, òî îíà îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x0 + Tn,
n ∈ Z, è ïðèíèìàåò â íèõ òî æå çíà÷åíèå: f(x0 + Tn) = f(x0). Åñëè æå
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, òî îíà
íå îïðåäåëåíà è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x0 + Tn, n ∈ Z.

2) Ãðàôèê ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îäèíàêîâûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ó÷àñòêîâ äëèíîé, ðàâíîé ïåðè-
îäó T .

3) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T , òî ôóíêöèÿ y =
A ·f(Bx+C)+D, ãäå A,B,C,D � çàäàííûå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû,
òàêæå ïåðèîäè÷íà, ïðè÷¼ì å¼ ïåðèîä ðàâåí T

|B| .

Íàïðèìåð, ïåðèîä ôóíêöèè f(x) = 13 cos 5x − 1 ðàâåí T =
2π

5
, à ó ôóíêöèè f(x) =

−2 tg
x

7
+ 6 ïåðèîä ðàâåí T = 7π.

4) Åñëè äàíû äâå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) ñ
ïåðèîäàìè, ñîîòâåòñòâåííî, T1 è T2, òî ïåðèîä èõ ñóììû, ðàçíîñòè,
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñóùåñòâóåò) áóäåò ðà-
âåí íàèìåíüøåìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà T1 è
T2 äà¼ò â ÷àñòíîì öåëûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 5 sin 3x ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T1 = 2π/3, à ôóíêöèÿ y =

cos 2x èìååò ïåðèîä T2 = π. Èõ ñóììà y = 5 sin 3x + cos 2x ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ

ïåðèîäîì T = 2π.

Îäíàêî íå âñåãäà ñóììà äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Íàïðèìåð, îáå ôóíêöèè y = sinx è y = cosπx ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Íî òàê

êàê èõ ïåðèîäû íåñîèçìåðèìû (îäèí èç íèõ T1 = 2π èððàöèîíàëåí, à äðóãîé T2 = 2 �

ðàöèîíàëåí), òî îáøèé ïåðèîä T íå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò ôóíêöèÿ y = sinx + cosπx íå

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

5) Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ y = const, x ∈ R, óäîâëåòâîðÿåò îïðåäå-
ëåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïåðèîäà T ó íå¼
ìîæåò âûñòóïàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Îäíàêî ó äàííîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò ãëàâíîãî ïåðèîäà, òàê êàê íå
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ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

6) Ëþáàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(g(x)), ó êîòîðîé ¾âíóòðåííÿÿ¿
ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òàêæå áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y =
5 cosx− 1

cos2 x− 3 cosx
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïîñêîëüêó å¼ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g(x)), ãäå g(x) = cosx (ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ), à f(g) =
5g − 1

g2 − 3g
(¾âíåøíÿÿ¿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ëþáîé, íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé).

Íàéä¼ì ãëàâíûé ïåðèîä ôóíêöèé:

à) y = cos2 3x =
1

2
(1 + cos 6x), ïîýòîìó T =

2π

6
=
π

3
;

á) y = 5 sin
3x

2
− 3 cos

x

3
. Çäåñü T1 =

2π
3
2

=
4π

3
, T2 = 6π. Íàèìåíüøåå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà T1 è T2 äà¼ò â ÷àñòíîì
öåëûå ÷èñëà, � ýòî T = 12π.

â) y ≡ 1 � ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, íî ãëàâíûé ïåðèîä íå ñóùåñòâó-
åò.

ã) y = cosx · 5 tg πx. Çäåñü T1 = 2π � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, T2 = 1
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà T , êîòîðîå
äåëèëîñü áû íàöåëî îäíîâðåìåííî è íà T1, è íà T2 (îáùèé ïåðèîä íå
ñóùåñòâóåò). Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

�7. Äà, ìîæåò. Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó: f(x) = sin(πx), g(x) =
cosx − sin(πx). Ïåðâàÿ èç ôóíêöèé ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T1 = 2,
âòîðàÿ ôóíêöèÿ � íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òàê êàê å¼ êîìïîíåíòû
èìåþò íåñîèçìåðèìûå ïåðèîäû. Îäíàêî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èõ ñóììà
� ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ.

�8. Åñëè a > 0, òî çíàìåíàòåëü ó ôóíêöèè y =
x2 − a
x2 − a

îáðàùàåòñÿ

â 0 â äâóõ òî÷êàõ: x = ±
√
a. Âñïîìíèì ñâîéñòâî: ¾åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ

ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, òî îíà íå îïðåäåëå-
íà ñðàçó â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê âèäà x0 + Tn, n ∈ Z¿. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ äàííûì ñâîéñòâîì.

Åñëè a = 0, òî çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â 0 â åäèíñòâåííîé òî÷êå: x =
0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì æå ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Åñëè æå a < 0, òî çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â 0 è ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó y ≡ 1, x ∈ R. Òàêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Îòâåò: äà, ïðè a < 0.
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�9. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñò-
íîñòü1 ýòîé òî÷êè, âñþäó â ïðåäåëàõ êîòîðîé ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìǻíüøèå ëèáî ðàâíûå (ñîîòâåòñòâåííî, áî́ëüøèå
ëèáî ðàâíûå) çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå x0. Èíûìè ñëîâàìè,
ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì),
åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç óêà-
çàííîé îêðåñòíîñòè âåðíî íåðàâåíñòâî: f(x) ≤ f(x0) (ñîîòâåòñòâåííî,
f(x) ≥ f(x0)). Åñëè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå (äëÿ âñåõ x èç
îêðåñòíîñòè, îòëè÷íûõ îò x0), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìóìà).

Ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà). Ëîêàëüíûå
ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû íàçûâàþò åäèíûì òåðìèíîì � ëîêàëüíûå ýêñ-
òðåìóìû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

à) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

íå îïðåäåëåíà, åñëè x = 0;

á) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−1, åñëè x = 0;
â) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

1, åñëè x = 0;

ã) y =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−x2, åñëè x < 0;

à) â òî÷êå x = 0 íåò ýêñòðåìóìà, òàê êàê ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â
ýòîé òî÷êå;

á) x = 0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ñàì ìèíèìóì ðàâåí
(−1);

â) x = 0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 1;
ã) â òî÷êå x = 0 íåò ýêñòðåìóìà, òàê êàê ñëåâà îò òî÷êè ôóíêöèÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ì�åíüøèå y(0) = 0, à ñïðàâà � á�îëüøèå, ÷åì y(0).
Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ.

�10. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = 3ax2−12ax+a2−11 ìîãëà èìåòü
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò a äîëæåí áûòü îòðèöà-
òåëüíûì (âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç). Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò,

1Ïîä îêðåñòíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ èíòåðâàë (x0 − ε, x0 + ε), ãäå ε > 0, ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå.
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ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ê âèäó y = 3a(x2 − 4x + 4) + a2 − 12a − 11 =
3a(x − 2)2 + a2 − 12a − 11. Îòñþäà íàõîäèì îáå êîîðäèíàòû âåðøèíû
ïàðàáîëû: xâ = 2, yâ = a2 − 12a − 11. (Ïðè ýòîì x = 2 � òî÷êà ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì � ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèè yâ
â âåðøèíå ýòîé ïàðàáîëû.) Ïî óñëîâèþ, yâ = 2 ⇔ a2 − 12a − 11 = 2.
Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì: a = −1 èëè a = 13 (âòîðîå
çíà÷åíèå íàðóøàåò óñëîâèå a < 0). Îòâåò: ïðè a = −1.

�11. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèé:

à) ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
0, åñëè x ∈ R \Q;

á) f(x) =

{
|x|, åñëè x 6= 0,

−2, åñëè x = 0;
â) f(x) =

{
sinx, åñëè x 6= 0,

10, åñëè x = 0.

à) Ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, èç-
âåñòíî, ÷òî â ëþáîé (ñêîëü óãîäíî ìàëîé!) îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà âñåãäà íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ðàöèî-
íàëüíûõ, òàê è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó, êàêîå áû x0 ìû íè
âçÿëè, â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ÷èñëà âñåãäà íàéä¼ò-
ñÿ êàê çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òàê è
x, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ðàâíà 1. Íàðóøàåòñÿ îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0.

á) Ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå x = 0.
â) Ñòðîãèå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, ðàâíûå 1, â òî÷êàõ x = π

2 + 2πn,
n ∈ Z, à òàêæå ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé 10, â òî÷êå x = 0.

�12. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äàí-
íûå òî÷êè, öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó. Ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ: îòðåçîê, êðóã, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê,
ïîëóïëîñêîñòü, âñÿ ïëîñêîñòü. Íàçîâ¼ì íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèþ y = f(x) âûïóêëîé âíèç (ââåðõ), åñëè íàäãðàôèê (ïîäãðà-
ôèê) ýòîé ôóíêöèè1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Èìååòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå âûïóêëîé âíèç (ââåðõ) ôóíêöèè, â îñ-
íîâå êîòîðîãî ëåæèò íåðàâåíñòâî É�åíñåíà2. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðå-

1Íàäãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), x ∈ [a, b], íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàñïîëî-
æåííûõ íàä ãðàôèêîì ôóíêöèè: epi f(x) = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y ≥ f(x)}.

2Éåíñåí Éîãàíí Ëþäâèã (1859�1925) � äàòñêèé ìàòåìàòèê, çàíèìàëñÿ òåîðèåé ôóíêöèé. Ñôîð-
ìóëèðîâàë îñíîâû òåîðèè âûïóêëûõ ôóíêöèé.
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äåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ýòîì îòðåçêå,
åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

f

(
x1 + x2

2

)
≤ f(x1) + f(x2)

2
.

Â îïðåäåëåíèè âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè â íåðàâåíñòâå Éåíñåíà ñëå-
äóåò çàìåíèòü çíàê ïðîòèâîïîëîæíûì (≥). Ìåæäó âûïóêëûìè âíèç è
ââåðõ ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñâÿçü: åñëè f(x) âûïóêëà ââåðõ
íà [a, b], òî −f(x) âûïóêëà âíèç íà ýòîì îòðåçêå.

Òî÷êà (x0, f(x0)), ïðèíàäëåæàùàÿ ãðàôèêó ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó,
ïðè÷¼ì ñïðàâà è ñëåâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ èìååò ðàçíûå íàïðàâëå-
íèÿ âûïóêëîñòè.

Ðàçáåð¼ì ïðèìåðû:
y = |x| � âûïóêëà âíèç íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;
y = x2 � âûïóêëà âíèç íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;
y = x3 � âûïóêëà âíèç ïðè x ≥ 0 è âûïóêëà ââåðõ ïðè x ≤ 0; (0, 0)

� òî÷êà ïåðåãèáà;
y = (1

2)x (ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ) � âûïóêëà âíèç íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé;
y =
√
x � âûïóêëà ââåðõ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïðè x ≥ 0);

y = cosx � âûïóêëà ââåðõ íà îòðåçêàõ [−π
2 + 2πn, π2 + 2πn], n ∈ Z,

âûïóêëà âíèç íà [π2 + 2πn, 3π
2 + 2πn]; (π2 + πn, 0) � òî÷êè ïåðåãèáà;

y = tg x � âûïóêëà ââåðõ íà (−π
2 + πn, 0], n ∈ Z, âûïóêëà âíèç íà

[0, π2 + πn), n ∈ Z; (πn, 0) � òî÷êè ïåðåãèáà;
y = ax2 + bx+ c (a 6= 0): ïðè a > 0 � âûïóêëà âíèç íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé; ïðè a < 0 � âûïóêëà ââåðõ íà âñåé ïðÿìîé;
y = 1

x � âûïóêëà ââåðõ ïðè x < 0, âûïóêëà âíèç ïðè x > 0; òî÷åê
ïåðåãèáà íåò.

�13. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ X ⊆ R, òàêîâà, ÷òî ðàçíûì
çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè,
ò.å. èç íåðàâåíñòâà x1 6= x2 (x1, x2 ∈ X) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x1) 6=
f(x2). Òîãäà òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, è ó íå¼ ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò y = f−1(x). Ïóñòü Y � îáëàñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x). Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
Y è êàæäîìó y ∈ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå x ∈ X òàêîå,
÷òî y = f(x).
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Åñëè äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ X, òî ÷òîáû íàéòè îáðàòíóþ ê íåé
ôóíêöèþ, íàäî: 1) âûðàçèòü èç ðàâåíñòâà y = f(x) ïåðåìåííóþ x ÷åðåç
ïåðåìåííóþ y. Ïîëó÷èì: x = f−1(y), y ∈ Y (íå ïóòàòü ñî ñòåïåíüþ
(−1), ýòî ïðîñòî óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå). 2) Çàìåíèòü ïåðåìåííóþ x â
ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íà y, à y, íàîáîðîò, çàìåíèòü íà x. Ïîëó÷èì y =
f−1(x), x ∈ Y . Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ íàéäåíà.

Íàéä¼ì òåïåðü îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè y =
2x+ 3

5x− 2
. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì èç ýòîããî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ x ÷åðåç y:

y(5x− 2) = 2x+ 3 x(5y − 2) = 3 + 2y x =
2y + 3

5y − 2
.

ïîìåíÿåì ìåñòàìè x è y: y =
2x+ 3

5x− 2
. Ìû íàøëè îáðàòíóþ ôóíêöèþ,

ðíà îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x, êðîìå x = 2
5 . Êàê âèäèì, ôóíêöèÿ ìîæåò

ñîâïàñòü ñî ñâîåé îáðàòíîé. (Ýòî ïðîèñõîäèò ñ òåìè ôóíêöèÿìè, ãðà-
ôèê êîòîðûõ èçíà÷àëüíî ñèììåòðè÷åí ñàì ñåáå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y = x.)

�14. Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ

y =

{
x, åñëè x � ðàöèîíàëüíî;

−x, åñëè x � èððàöèîíàëüíî,

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, òàê êàê êàæäîìó çíà÷åíèþ y îòâå÷àåò åäèíñòâåí-
íîå x. Ïðè å¼ íàõîæäåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò
ñ èñõîäíîé.

�15. Èçâåñòíî, ÷òî ∀x ∈ R f(x) = 5−2x, f(2−3g(x)) = 13−24x. Ïî
óñëîâèþ, íàäî îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè g(x). Ó÷ò¼ì, ÷òî åñëè f(x) =
5 − 2x, òî f(2 − 3g(x)) = 5 − 2(2 − 3g(x)). Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå,
íàõîäèì: 5− 2(2− 3g(x)) = 13− 24x, îòêóäà g(x) = 2− 4x, x ∈ R.

�16. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî f(x−y) = f(x)+f(y)−2xy âûïîëíÿåòñÿ,
ïî óñëîâèþ, ïðè âñåõ x è y, òî, â ÷àñòíîñòè, îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
è ïðè y = x. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: f(0) = f(x) +
f(x) − 2x2, îòêóäà f(x) = x2 + 1

2f(0). Îñòàëîñü íàéòè f(0). Òàê êàê
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, òî, ïîäñòàâèâ â íåãî x = 0,
ïîëó÷èì f(0) = 0. Èòàê, ìû íàøëè åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x) = x2.
Íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðîâåðêó òîãî, ÷òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ðàâåíñòâî
f(x− y) = f(x) + f(y)− 2xy âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x
è y. Äëÿ íàéäåííîé ôóíêöèè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò âèä (x− y)2 =
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x2 + y2− 2xy è, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè ëþáûõ x, y ∈ R. Îòâåò: f(x) = x2.
�17. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå x = 2, ïîëó÷èì: 2f(2) − 3f(1

2) = 4.
Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå x = 1

2 , ïîëó÷èì åù¼ îäíî ðàâåíñòâî: 2f(1
2) −

3f(2) = (1
2)2. Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàéä¼ì f(2) = −7/4.

�18. Âûíîñÿ 2 çà ñêîáêó, ïîëó÷èì â ñêîáêàõ ñóììó îáðàòíûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: f(x) = 2

(
2 sin2 x+ 1

2 sin2 x

)
≥ 4, ïðè÷¼ì íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 4, äîñòèãàåòñÿ ⇔ 2 sin2 x = 1, ò.å. sin2 x = 1
2 ⇔

1−cos 2x
2 = 1

2 ⇔ cos 2x = 0 ⇔ 2x = π
2 + πn, n ∈ Z, ⇔ x = π

4 + πn
2 , n ∈ Z.

�19. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå f(x) = x4+ 1
x2 + 1

x2 è âîñïîëüçóåìñÿ
íåðàâåíñòâîì Êîøè äëÿ 3-õ ÷èñåë a+b+c

3 ≥ 3
√
abc: f(x) = x4 + 1

x2 + 1
x2 ≥

3 3

√
x4 · 1

x2 ·
1
x2 = 3. Ïðè ýòîì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b = c, ò.å. x4 = 1
x2 ⇔ x = ±1.

�20. Íåò, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = arctg x, x ∈ R, ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííîé, ò.ê. −π

2 < arctg x < π
2 ïðè âñåõ x ∈ R (ñì. òàêæå

ãðàôèê). Îäíàêî å¼ òî÷íûå ãðàíè inf arctg x = −π
2 è sup arctg x = π

2

íå äîñòèãàþòñÿ, è ïîýòîìó íè íàèìåíüøåå, íè íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ íå
ñóùåñòâóþò.

�21. Íåò, íå ïðàâ. Ðåøèì çàäà÷ó èíà÷å. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîé
ôóíêöèè:

y′ =

(
x2 + 3 +

1

x2 + 3

)′
= 2x− 1

(x2 + 3)2
· 2x = 2x · (x

2 + 3)2 − 1

(x2 + 3)2
=

= 2x · (x
2 + 3 + 1)(x2 + 3− 1)

(x2 + 3)2
=

2x(x2 + 4)(x2 + 2)

(x2 + 3)2
.

Ïðè x > 0 ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò
ïðè x ≥ 0. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé (y(−x) ≡ y(x)), ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè x ≤ 0 îíà óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x = 0 îíà èìååò
ëîêàëüíûé ìèíèìóì (è îäíîâðåìåííî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå), ðàâíûé
y(0) = 31

3 . Âûâîä: îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñòóäåíòîì ñ ïîìîùüþ íåðàâåí-
ñòâà, âåðíàÿ, îäíàêî îíà íå ïîçâîëÿåò íàéòè â ýòîé çàäà÷å íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè.

�22. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, ñèììåòðè÷-
íîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè
ïðè âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−x) = f(x) (ñîîòâåòñòâåííî,
f(−x) = −f(x)). Ôóíêöèþ, íå ÿâëÿþùóþñÿ íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé, áó-
äåì íàçûâàòü ôóíêöèåé îáùåãî âèäà. Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè âñåãäà
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ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò Oy, à íå÷¼òíîé � èìååò öåíòð
ñèììåòðèè â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0).

Ïðèìåðû ÷¼òíûõ ôóíêöèé: y = |x|, y = x2, y = 1/x4, y = cosx. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âèäà y = f(g(x)) áóäåò ÷¼òíîé, åñëè ¾âíóòðåííÿÿ¿ ôóíêöèÿ g(x) �

÷¼òíàÿ (ïðè ëþáîé ¾âíåøíåé¿ ôóíêöèè y = f(g)). Íàïðèìåð, y = 3
√

cosx− 1 + 5 � ÷¼òíàÿ

ôóíêöèÿ, òàê êàê å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g(x)), ãäå f(g) = 3
√
g − 1 + 5, è

¾âíóòðåííÿÿ¿ ôóíêöèÿ g(x) = cosx � ÷¼òíàÿ.

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ y = log2(x +
√

1 + x2) ÷¼òíîé èëè
íå÷¼òíîé. Íàéä¼ì y(−x) è ñðàâíèì ñ y(x).

y(−x) = log2(−x+
√

1 + (−x)2) = log2(
√

1 + x2 − x) =

(óìíîæèì è ðàçäåëèì ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæå-
íèå:)

= log2

(
√

1 + x2 − x)(
√

1 + x2 + x)

(
√

1 + x2 + x)
= log2

1√
1 + x2 + x

=

= log2

(
(
√

1 + x2 + x)−1
)

= − log2(
√

1 + x2 + x) = −y(x),

ò.å. ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé.
�23. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Âûïèøåì y(−x)

è ñðàâíèì ñ y(x):

y(−x) = |(−x)− 2| − 3| − x|+ |(−x) + 2| =

(â ñèëó ñâîéñòâà ìîäóëÿ | − x| = |x| ïîä êàæäûì ìîäóëåì èçìåíèì
çíàê)

= |x+ 2| − 3|x|+ |x− 2| = y(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ ÷¼òíîé ôóíêöèè, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
÷¼òíîé.

�24. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, ñèììåò-
ðè÷íîì îòíîñèòåëüíî x = 0, òî å¼ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ïðè÷¼ì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì!) â âèäå ñóììû ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèé:

f(x) ≡ f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
,

ãäå ϕ(x) = f(x)+f(−x)
2 � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, à ψ(x) = f(x)−f(−x)

2 � íå÷¼òíàÿ
ôóíêöèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå, òàê êàê ôóíêöèÿ y = 3x îïðåäåëåíà íà âñ¼ì
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ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåä¼ííûì
âûøå òîæäåñòâîì:

3x =
3x + 3−x

2
+

3x − 3−x

2
= ϕ(x) + ψ(x),

ãäå ϕ(x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, à ψ(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
�25. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, òî ïðè âñåõ x âû-

ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî f(−x) = f(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà æå ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé, è ïîýòîìó âåðíî òîæäåñòâî f(−x) = −f(x). Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî ∀x ∈ R âåðíî f(x) ≡ 0. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü è óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, íåóáûâàþùåé è
ïåðèîäè÷åñêîé.

�26. 1) Âíà÷àëå ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤
2 (ñíà÷àëà ñòðîèì ãðàôèê y = |x|, çàòåì ñäâèãîì âïðàâî íà åäèíèöó
ñòðîèì ãðàôèê y = |x − 1|, çàòåì îòðàæàåì åãî ñèììåòðè÷íî îñè Ox
è ïîëó÷àåì ãðàôèê y = −|x − 1| è, íàêîíåö, ïîäíèìàåì åãî ââåðõ íà
åäèíèöó, ïîëó÷èâ y = 1− |x− 1|).

2) Òàê êàê ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ, òî ïðîäîëæèì å¼ íå÷¼òíûì îáðàçîì
íà îòðåçîê −2 ≤ x ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ïîñòðîåí íà îòðåçêå
−2 ≤ x ≤ 2, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïåðèîäó T = 4.

3) Ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåì ãðàôèê âëåâî è âïðàâî. Ãðàôèê ôóíê-
öèè ïîñòðîåí.

�27. Ïðèðàâíÿåì ôóíêöèè è ñâåä¼ì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å: íàéòè,
ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàm ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (m−19)x = 5
íå èìååò ðåøåíèé. Êàê èçâåñòíî, ëèíåéíîå óðàâíåíèå Ax = B íå èìååò
ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = 0, B 6= 0. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòî óñëîâèå âûãëÿäèò òàê: {

m− 19 = 0,

5 6= 0.

Îòâåò: ïðè m = 19.
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4 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü.

I. Ïðåäåë ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè (ïî Êîøè è
ïî Ãåéíå), ãðàôè÷åñêèé ñìûñë ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ. Àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàäàííîé
òî÷êå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé 0

0 ,
∞
∞ , 1∞, ∞−∞ è äð. (êðîìå ïðàâèëà

Ëîïèòàëÿ è ôîðìóëû Òåéëîðà).

II. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå (ïî Ãåéíå è ïî Êîøè).
Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè
íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
1-ÿ è 2-ÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, òåîðåìà î ñîõðàíåíèè çíàêà íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå ôóíêöèè, 1-ÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè íó-
ëÿ ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà
êîíöàõ îòðåçêà. 2-ÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷å-
íèè). Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà. Ðàçðûâíîñòü ôóíêöèè Äèðèõëå.

Ïðàêòèêà.

1. Äåìîíñòðàöèÿ îñíîâíûõ ïðè¼ìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé.
Èñïîëüçîâàíèå 1-ãî è 2-ãî çàìå÷àòåëüíûõ è äðóãèõ èçâåñòíûõ ïðåäåëîâ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå ôóíêöèé íà íåïðåðûâíîñòü, íà-
õîæäåíèå òî÷åê ðàçðûâà (ñ óñòàíîâëåíèåì èõ òèïà).

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

Ëèòåðàòóðà.

[4]: Ðàçäåë II (Ââåäåíèå â àíàëèç), Ãë. 6 (Ïðåäåëû è íåïðåðûâ.)

[5]: Ãë. 4 (Ôóíêöèÿ), �2 (Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè), �3
(Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ):
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ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 4.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çà-
äà÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî
òîãäà âû ìîæåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå
ïûòàéòåñü ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî
ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ëåê-
öèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçäåëó.

4.1 Çàäà÷è íà îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊆ R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî

ìíîæåñòâà (ò.å. â ëþáîé, ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäíà

òî÷êà èç X, îòëè÷íàÿ îò a). Ñàìà òî÷êà a ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëå-

æàòü X.

Îïð. 1' (êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Êîøè1, èëè íà ÿçûêå ¾ε− δ¿). ×èñëî
b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì (ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì) ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a (èëè ïðè

x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå

åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ 0 < |x− a| < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Îïð. 1� (êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå2, èëè íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé). ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a (èëè ïðè x → a),
åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà xn, ñõîäÿùåéñÿ ê a è ñîñòîÿùåé

èç ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn)
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b.

Äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

lim
x→a

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→ a.

�1. Ñ ïîìîùüþ ¾ε − δ¿ ðàññóæäåíèé (ò.å. èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà) äîêàæèòå, ÷òî

à) lim
x→2

x2 = 4; á) lim
x→π

2

sinx = 1.

Ðåøåíèå. à) Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî ε íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, çàâèñÿùåå îò ε, ÷òî
êàê òîëüêî 0 < |x − 2| < δ (ò.å. êàê òîëüêî x ïîïàëî â ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè

2), òàê ñðàçó çíà÷åíèå x2 áóäåò îòëè÷àòüñÿ ïî ìîäóëþ îò ÷èñëà 4 ìåíüøå, ÷åì íà ε, ò.å.
|x2 − 4| < ε. Â ñàìîì äåëå,

|x2 − 4| = |(x− 2)((x− 2) + 4)| ≤ |x− 2|(|x− 2|+ 4) < δ(δ + 4) < ε.

1Êîøè Îãþñòåí Ëóè (1789�1857) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
2Ãåéíå Ãåíðèõ Ýäóàðä (1821�1881) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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×òîáû íàéòè èñêîìîå δ = δ(ε), ðåøèì íåðàâåíñòâî δ(δ + 4) < ε, èëè δ2 + 4δ − ε < 0,

ðàññìîòðåâ åãî êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî δ. Ïîëó÷èì (ñ ó÷¼òîì ïîëîæèòåëüíîñòè δ):

0 < δ <
√

4 + ε − 2. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, êàê ïî çàäàííîìó ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 âûáðàòü

ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà.

�2. Ñôîðìóëèðóéòå íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (ò.å.
ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèÿ ïî Êîøè ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ïðåäåëîâ):

à) lim
x→a

f(x) = b; á) lim
x→∞

f(x) =∞; â) lim
x→+∞

f(x) = b; ã) lim
x→a

f(x) =∞.

Ðåøåíèå. à) lim
x→a

f(x) = b
def⇔ ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0: ∀x òàêîãî, ÷òî 0 < |x − a| < δ,

âûïîëíÿåòñÿ |f(x)− b| < ε.

á) lim
x→∞

f(x) =∞ def⇔ ∀E > 0 ∃ δ = δ(E) > 0 : ∀|x| > δ ⇒ |f(x)| > E.

�3. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè: à) lim
x→0

(
x sin

1

x

)
; á) lim

x→+∞

cos(x2)

lnx
.

Ðåøåíèå. à) Çäåñü íåò íåîïðåäåë¼ííîñòè. Õîòÿ lim
x→0

sin
1

x
íå ñóùåñòâóåò, óìíîæåíèå

ñèíóñà íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ x → 0 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äàííûé ïðåäåë ñó-

ùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè x íà îãðàíè÷åííóþ

ôóíêöèþ sin
1

x
. Îãðàíè÷åííîñòü ñèíóñà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 1, âåðíîãî ïðè

âñåõ x 6= 0.

�4. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè:

à) lim
x→+∞

(
√
x+ 1−

√
x); á) lim

x→+∞

x√
1 + x− 1

.

Ðåøåíèå. à) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞−∞, äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé âîñïîëü-

çóåìñÿ ïðè¼ìîì äîìíîæåíèÿ (ñ îäíîâðåìåííûì äåëåíèåì) íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå:

lim
x→+∞

(
√
x+ 1−

√
x) = lim

x→+∞

(
√
x+ 1−

√
x)(
√
x+ 1 +

√
x)√

x+ 1 +
√
x

= lim
x→+∞

1√
x+ 1 +

√
x

= 0.

�5. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→+0

1

x
; á) lim

x→−0

1

x
; â) lim

x→0

1

x
; ã) lim

x→1+0

1

x− 1
; ä) lim

x→∞

1

x
.

� 6. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
; á) lim

x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
; â) lim

x→∞

x2 − 1

2x2 − x− 1
.

Ê çàäà÷å 7 (ïðè¼ì èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè).
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Äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x →

a, åñëè lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1. Îáîçíà÷åíèå: α(x) ∼ β(x). Ïóñòü íàäî âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→a

(f(x)/g(x)), ãäå ïðè x → a f(x) → 0, g(x) → 0 (ò.å. èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âè-

äà 0
0). Ïóñòü, äàëåå, ïðè x→ a f(x) ∼ f̃(x), g(x) ∼ g̃(x), òîãäà

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f̃(x)

g̃(x)
.

�7. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè x → 0: sinx ∼ x,
tg x ∼ x, ln(1 + x) ∼ x, arcsinx ∼ x, arctg x ∼ x, ex − 1 ∼ x, ðàñêðîéòå
íåîïðåäåë¼ííîñòü è âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→ 1

2

arctg(2x− 1)

4x2 − 1
; á) lim

x→0

sin 3x

sin 5x
; â) lim

x→0

e3x2 − 1

e5x − 1
; ã) lim

x→0

tg(x2)

sin2 3x
;

ä) lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
.

Ðåøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî ïðè x → 1
2 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè îäíîâðåìåííî

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 . Äàëåå, ïðè x→

1
2 èìååì 2x− 1→ 0,

ïîýòîìó, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, arctg(2x− 1) ∼ 2x− 1. Òîãäà ïîëó÷èì

lim
x→ 1

2

arctg(2x− 1)

4x2 − 1
= lim

x→ 1
2

2x− 1

(2x− 1)(2x+ 1)
= lim

x→ 1
2

1

2x+ 1
=

1

2

(íåîïðåäåë¼ííîñòü èñ÷åçëà â ìîìåíò ñîêðàùåíèÿ äðîáè íà ìíîæèòåëü 2x− 1, êîòîðûé è

áûë ïðè÷èíîé ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè).

á) Òàê êàê ïðè x→ 0 èìååì: sin 3x ∼ 3x, sin 5x ∼ 5x, òî çàìåíèì ôóíêöèè ïîä çíàêîì

ïðåäåëà ýêâèâàëåíòíûìè èì ôóíêöèÿìè, ïðè ýòîì ïðåäåë óïðîñòèòñÿ è ïîëó÷èì:

lim
x→0

sin 3x

sin 5x
= lim

x→0

3x

5x
=

3

5
.

�8. Èñïîëüçóÿ 1-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, âû÷èñëèòå:

à) lim
x→0

tg x

x
, á) lim

x→0

1− cosx

x
, â) lim

x→0

sin 3x

sin 5x
.

Ðåøåíèå. Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0
0 . C ó÷¼òîì cosx→ 1 ïðè x→ 0 èìååì:

à) lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sinx

cosx · x
= lim

x→0

1

cosx
· lim
x→0

sinx

x
= 1.

�9. Èñïîëüçóÿ 2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

(
x

x+ 1

)x
; á) lim

x→0

ln(1 + x)

x
; â) lim

x→0

ex − 1

x
.
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Ðåøåíèå. à) Ïîä çíàêîì ïðåäåëà ñòîèò ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé

ïðè x → ∞ îñíîâàíèå ñòåïåíè
x

x+ 1
→ 1, à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè x → ∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 1∞. Ðàñêðîåì å¼, èñïîëüçóÿ 2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→∞

(
x

x+ 1

)x
= lim

x→∞

(
1
x+1
x

)x
= lim

x→∞

1(
x+1
x

)x = lim
x→∞

1(
1 + 1

x

)x =
1

e
.

á) Óêàçàíèå: âíåñòè
1

x
ïîä çíàê ëîãàðèôìà.

â) Óêàçàíèå: ñäåëàòü çàìåíó t = ex − 1.

�10. Âû÷èñëèòå ïðåäåë: lim
x→0

3
√

1 + x− 1

x
.

Óêàçàíèå: ñäåëàòü çàìåíó t = 3
√

1 + x.

4.2 Çàäà÷è íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è òî÷êè ðàçðûâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, òî÷êà a ïðèíàäëåæèò X, ïðè÷¼ì

ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a,
åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå a ïðåäåë è ýòîò ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé

òî÷êå, ò.å.

lim
x→a

f(x) = f(a).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X ⊆ R, åñëè îíà íåïðåðûâ-
íà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè,

íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè.

�11. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå (ïî Êîøè) òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
y = f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ýòî
îïðåäåëåíèå, ÷òî:

à) ôóíêöèÿ y = x2 íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 1;
á) ôóíêöèÿ y = sinx íåïðåðûâíà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x = x0.

�12. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = f(x)
â òî÷êå x0 ïî Ãåéíå. Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
Äèðèõëå

D(x) =

{
1, åñëè x− ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x− èððàöèîíàëüíî

ðàçðûâíà â ëþáîé òî÷êå.

�13. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
áûòü íåïðåðûâíîé â åäèíñòâåííîé òî÷êå? Ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

f(x) =

{
x, åñëè x− ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x− èððàöèîíàëüíî
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è, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïî Ãåéíå,
ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà òîëüêî â òî÷êå x = 0.

�14. Ïðèâåäèòå êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ðàçðûâà. Èññëåäóéòå íà
íåïðåðûâíîñòü è îõàðàêòåðèçóéòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè:

à) y =
1

x
, á) y = sgnx, â) y = e

1
x−1 , ã) y = arctg

1

x+ 1
, ä) y = x sin

1

x
,

å) f(x) =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−1, åñëè x = 0;
æ) y = sin

1

x
.

�15. Ñôîðìóëèðóéòå 1-þ è 2-þ òåîðåìû Âåéåðøòð�àññà. Ïðèìåíèìû
ëè ýòè òåîðåìû ê ôóíêöèè y = tg x íà îòðåçêå:

à) x ∈
[
−π

4
,
π

4

]
, á) x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
?
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

I. Çàäà÷è íà îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè.

�1. á) lim
x→π

2

sinx = 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ïðåäåëà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ε íàéä¼òñÿ ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ = δ(ε) (çàâèñÿùåå îò ε) òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî
0 < |x − π

2 | < δ (ò.å. êàê òîëüêî x ïîïàëî â ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñòíîñòü
òî÷êè π

2 ), òàê ñðàçó çíà÷åíèå sinx áóäåò îòëè÷àòüñÿ ïî ìîäóëþ îò ÷èñëà
1 ìåíüøå, ÷åì íà ε, ò.å. | sinx− 1| < ε. Â ñàìîì äåëå,

| sinx− 1| =
∣∣∣sinx− sin

π

2

∣∣∣ =

∣∣∣∣2 sin
x− π

2

2
cos

x+ π
2

2

∣∣∣∣ =

= 2

∣∣∣∣sin x− π
2

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos
x+ π

2

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− π
2

2

∣∣∣∣ ≤
(âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì | sinα| ≤ |α| ïðè âñåõ α ∈ R)

≤ 2 ·
∣∣∣∣x− π

2

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣x− π

2

∣∣∣ < δ = ε.

Èòàê, åñëè çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ε > 0, òî âûáåðåì δ = ε è òîãäà îïðå-
äåëåíèå ïðåäåëà ïîëíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ. Ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

�2. â) lim
x→+∞

f(x) = b
def⇔ ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0: ∀x òàêîãî, ÷òî

x > δ, âûïîëíÿåòñÿ |f(x)− b| < ε.

ã) lim
x→a

f(x) = ∞ def⇔ ∀E > 0 ∃ δ = δ(E) > 0 : ∀x ∈ R, |x − a| < δ

⇒ |f(x)| > E.

�3. á) lim
x→+∞

cos(x2)

lnx
. Çäåñü òàêæå íåò íåîïðåäåë¼ííîñòè. Íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî lim
x→+∞

cos(x2) íå ñóùåñòâóåò, óìíîæåíèå êîñèíóñà íà áåñêî-

íå÷íî ìàëóþ ïðè x→ +∞ ôóíêöèþ 1
lnx ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äàííûé

ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé
ôóíêöèè 1

lnx íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ cos(x2). Îãðàíè÷åííîñòü êîñè-
íóñà äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∣∣cos(x2)
∣∣ ≤ 1, âåðíîãî ïðè âñåõ x ∈ R.

�4. á) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞∞ , äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðè¼ìîì óìíîæåíèÿ (äåëåíèÿ) íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå:

lim
x→+∞

x√
1 + x− 1

= lim
x→+∞

x(
√

1 + x+ 1)

(
√

1 + x− 1)(
√

1 + x+ 1)
=
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= lim
x→+∞

x(
√

1 + x+ 1)

x
= lim

x→+∞
(
√

1 + x+ 1) = +∞.

� 5. Âû÷èñëèì ïðåäåëû:

à) lim
x→+0

1

x
= +∞; á) lim

x→−0

1

x
= −∞; â) lim

x→0

1

x
=∞;

ã) lim
x→1+0

1

x− 1
= +∞; ä) lim

x→∞

1

x
= 0.

�6. Âû÷èñëèì ïðåäåëû:

à) lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
= 1;

á) lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→1

(x+ 1)(x− 1)

(2x+ 1)(x− 1)
= lim

x→1

x+ 1

2x+ 1
=

2

3
;

â) lim
x→∞

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→∞

x2(1− 1
x2 )

x2(2− 1
x −

1
x2 )

= lim
x→∞

1− 1
x2

2− 1
x −

1
x2

=
1

2
.

�7. â) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé ïðèìåíèì

ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: ex − 1 ∼ x ïðè x→ 0:

lim
x→0

e3x2 − 1

e5x − 1
= lim

x→0

3x2

5x
= lim

x→0

3x

5
= 0;

ã) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé ïðèìåíèì ñî-

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: tg x ∼ x, sinx ∼ x ïðè x→ 0:

lim
x→0

tg(x2)

sin2 3x
= lim

x→0

x2

(3x)2
=

1

9
;

ä) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé ïðèìåíèì ñî-

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0:

lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
= lim

x→−∞

3x

2x
= lim

x→−∞

(
3

2

)x
= lim

x→+∞

(
2

3

)x
= 0.

�8. á) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 . ×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë,

ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïî ôîðìóëå ïîíè-

æåíèÿ ñòåïåíè sin2 x

2
=

1− cosx

2
, à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè sinx ∼ x ïðè x→ 0:

lim
x→0

1− cosx

x
= lim

x→0

sin2 x
2

x
= lim

x→0

(
sin x

2
x
2

)2

· x
4

= lim
x→0

x

4
= 0.
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â) lim
x→0

sin 3x

sin 5x
= lim

x→0

(
sin 3x

3x
· 5x

sin 5x
· 3x

5x

)
=

3

5
.

� 9. á) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 .

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0

(
1

x
· ln(1 + x)

)
= lim

x→0
ln

(
(1 + x)

1
x

)
=

= lim
x→0

ln e = 1.

â) Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 . ×òîáû ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåë¼ííîñòü

è âû÷èñëèòü ïðåäåë, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïîä çíàêîì ïðåäåëà
t = ex − 1. Òîãäà ex = 1 + t, îòêóäà ëîãàðèôìèðóÿ ïî îñíîâàíèþ e,
íàõîäèì x = ln(1 + t), t→ 0. Ïîëó÷àåì

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

t→0

t

ln(1 + t)
=

1

lim
t→0

ln(1+t)
t

= 1

(â ñèëó ïðåäûäóùåé çàäà÷è).
�10. Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = 3

√
1 + x, òîãäà t3 = 1 +x, îòêóäà

x = t3 − 1, t→ 1:

lim
x→0

3
√

1 + x− 1

x
= lim

t→1

t− 1

t3 − 1
= lim

t→1

t− 1

(t− 1)(t2 + t+ 1)
= lim

t→1

1

t2 + t+ 1
=

1

3
.

�11. Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïî îïðåäåëåíèþ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ çàâèñÿùåå îò íåãî ÷èñëî
δ > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî x ïîïàëî â δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, òî ñîîò-
âåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) îêàçàëîñü â ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà
f(x0):

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Äëÿ ôóíêöèè y = x2 ïðè óñëîâèèè x0 = 1 ðàññìîòðèì |f(x)− f(x0)|:

|f(x)− f(1)| = |x2 − 1| = |(x− 1)(x+ 1)| = |x− 1||(x− 1) + 2)| ≤

≤ |x− 1|(|x− 1|+ 2) < δ(δ + 2) < ε.

Ðåøèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è èç íåãî íàéä¼ì èñêîìîå δ = δ(ε):
δ ∈ (0,

√
1 + ε−1). Ìû ïîêàçàëè, êàê ïî çàäàííîìó ε íàéòè δ(ε), ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = x2 â òî÷êå x0 = 1
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(lim
x→1

x2 = 1), òåì ñàìûì äîêàçàâ íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè â óêà-

çàííîé òî÷êå.
á) Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = sinx íåïðåðûâíà â ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êå x = x0. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â òî÷êå x0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = sinx: lim

x→x0
sinx = sinx0. Ïîäðîáíåå, ðàñ-

øèôðîâûâàÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàêèì îáðà-
çîì äëÿ çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéòè çàâèñÿùåå îò íåãî ÷èñëî
δ > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî x ïîïàëî â δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 (ò.å.
|x − x0| < δ), òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè sinx îêàæåòñÿ â
ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà sinx0:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : |x− x0| < δ ⇒ | sinx− sinx0| < ε.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå | sinx− sinx0|:

| sinx− sinx0| =
∣∣∣∣2 sin

x− x0

2
cos

x+ x0

2

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos
x+ x0

2

∣∣∣∣ ≤
≤ 2

∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣x− x0

2

∣∣∣∣ = |x− x0| < δ = ε.

Èòàê, ïóñòü íåêîòîðîå (ïðîèçâîëüíîå) ε > 0 âûáðàíî. Òîãäà, åñëè âçÿòü
δ(ε) = ε, òî, â ñèëó ïðîâåä¼ííûõ âûøå âûêëàäîê, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = sinx â òî÷êå x0, ÷òî äîêàçûâàåò
íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

�12. Îïðåäåëåíèå (íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïî Ãåéíå). Ôóíêöèÿ f(x)
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê a

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn çíà÷åíèé å¼ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ f(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x = x0. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′n, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0 è ñîñòîÿùóþ
òîëüêî èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x′n) = 1→ 1. Òåïåðü âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′′n, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0 è ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷å-
íèé ôóíêöèè f(x′′n) = 0→ 0. Åñëè áû ïðåäåë ôóíêöèè Äèðèõëå â òî÷êå
x0 ñóùåñòâîâàë, òî íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ x ê x0 çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ñòðåìèëèñü áû ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòî íå òàê, ÷òî äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå ïðåäåëà â òî÷êå x0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå x0 ( lim

x→x0
f(x) = f(x0)) íå
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âûïîëíåíî, à çíà÷èò, ýòà ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â òî÷êå x0 (ðàçðûâ 2-ãî
ðîäà).

�13. Äà, ìîæåò. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå x = x0 6= 0 è ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå. Â ñàìîì äåëå, åñëè âûáðàòü ëþáóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′n, ñîñòîÿùóþ èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ñõîäÿùó-
þñÿ ê òî÷êå x0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(x′n) = x′n
çíà÷åíèé ôóíêöèè áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ÷èñëó x0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñ-
ëè âçÿòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′′n, ñîñòîÿùóþ èç èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0, òî îòâå÷àþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f(x′′n) çíà÷åíèé ôóíêöèè áóäåò ñîñòîÿòü èç íóëåé è ïîýòîìó ñõîäèòüñÿ ê
÷èñëó 0. Òàê êàê ïðåäåë ôóíêöèè íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïîñîáà ñòðåì-
ëåíèÿ x ê x0, à â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò, òî ýòî äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå
ïðåäåëà. Â òî÷êàõ, ãäå íåò ïðåäåëà, íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíî-
ñòè, ò.å. ôóíêöèÿ òåðïèò ðàçðûâ.

Åñëè æå âçÿòü òî÷êó x0 = 0, òî êàê áû ìû íè âûáèðàëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xn, ñõîäÿùóþñÿ ê ýòîé òî÷êå, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) çíà÷åíèé ôóíêöèè áóäåò ñõî-
äèòüñÿ ê íóëþ, ò.å. ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå 0. Ýòî äîêàçûâàåò
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x0 = 0.

�14. Òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè, íàçû-
âàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå âèäû òî÷åê
ðàçðûâà.

1) Òî÷êè ðàçðûâà 1-ãî ðîäà, èëè ¾ñêà÷îê¿. Åñëè â òî÷êå x = a

ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå íåðàâíûå ìåæäó ñîáîé îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû
f(a− 0) è f(a+ 0), òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sgnx èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ 1-ãî ðîäà.

2) Òî÷êè ðàçðûâà 2-ãî ðîäà. Åñëè â òî÷êå x = a õîòÿ áû îäèí èç
îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(a− 0) èëè f(a+ 0) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí
áåñêîíå÷íîñòè, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y = 1/x òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà,

òàê êàê lim
x→+0

1
x = +∞. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà è äëÿ ôóíêöèè

y = sin 1
x , ïîñêîëüêó lim

x→+0
sin 1

x íå ñóùåñòâóåò.

3) Òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Åñëè â òî÷êå x = a ôóíêöèÿ f(x)
èìååò ïðåäåë, íî îí èëè íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé
òî÷êå, ò.å. lim

x→a
f(x) 6= f(a), èëè æå ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå
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a, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèþ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé, ïîëîæèâ â òî÷êå a å¼
çíà÷åíèå ðàâíûì ïðåäåëó â ýòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. à) Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà êàê ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå òî÷êè x = 0. Â òî÷êå x = 0

óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè lim
x→0

1

x
= f(0) íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íå îïðå-

äåëåíî çíà÷åíèå f(0). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå.
Äàëåå, âûÿñíèì, êàêîãî òèïà ýòà òî÷êà ðàçðûâà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì
ïðåäåë lim

x→0

1
x . Òàê êàê îí ðàâåí ∞, òî ýòî ðàçðûâ 2-ãî ðîäà.

á) Êàê è ïðåäûäóùàÿ ôóíêöèÿ, ñèãíóì îïðåäåë¼í è íåïðåðûâåí âî
âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = 0. ×òîáû âûÿñíèòü òèï ýòîé òî÷êè ðàçðûâà,
íàéä¼ì îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â ýòîé òî÷êå:

lim
x→−0

sgnx = −1, lim
x→+0

sgnx = 1.

Òàê êàê ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, êîíå÷íû, íî íå ðàâíû, òî òî÷êà x = 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà (òèïà ¾ñêà÷îê¿).

â) y = e
1

x−1 . Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåë¼íà è íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷-
êàõ, êðîìå x = 1. ×òîáû âûÿñíèòü òèï ýòîé òî÷êè ðàçðûâà, âû÷èñëèì
îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â ýòîé òî÷êå:
ïðè x→ 1− 0 ⇒ (x− 1)→ −0 ⇒ 1

x−1 → −∞ ⇒ e
1

x−1 → 0;

ïðè x→ 1 + 0 ⇒ (x− 1)→ +0 ⇒ 1
x−1 → +∞ ⇒ e

1
x−1 → +∞. Èòàê,

lim
x→1−0

e
1

x−1 = 0, lim
x→1+0

e
1

x−1 = +∞.

Ïîñêîëüêó îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ îêàçàëñÿ ðàâåí áåñêîíå÷-
íîñòè, òî ýòî òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

ã) y = arctg 1
x+1 . Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåë¼íà è íåïðåðûâíà âî âñåõ

òî÷êàõ, êðîìå x = −1. ×òîáû âûÿñíèòü òèï ýòîé òî÷êè ðàçðûâà, âû-
÷èñëèì îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â ýòîé òî÷êå:
ïðè x→ −1− 0 ⇒ (x+ 1)→ −0 ⇒ 1

x+1 → −∞ ⇒ arctg 1
x+1 → −

π
2 ;

ïðè x→ −1 + 0 ⇒ (x+ 1)→ +0 ⇒ 1
x+1 → +∞ ⇒ arctg 1

x+1 →
π
2 .

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x = −1 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå íåðàâíûå ìåæäó
ñîáîé îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(−1−0) = −π

2 è f(−1+0) = π
2 , ïîýòîìó

òî÷êà x = −1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà.

ä) y = x sin 1
x . Ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàçðûâà: x = 0,

â êîòîðîé íå îïðåäåëåíà. Âûÿñíèì, ðàçðûâ êàêîãî òèïà â ýòîé òî÷êå.
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Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x→ 0:

lim
x→0

(
x sin

1

x

)
= 0

êàê ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè x íà îãðàíè÷åí-

íóþ ôóíêöèþ sin
1

x
(îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ x 6= 0∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 1). Ïîñêîëüêó ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóåò è

êîíå÷åí, òî x = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

å) f(x) =

{
x2, åñëè x 6= 0,

−1, åñëè x = 0.
Âûÿñíèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Âû÷èñëèì ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x → 0:
lim
x→0

x2 = 0. Ïîñêîëüêó ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóåò è

êîíå÷åí, íî f(0) 6= 0 òî x = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

æ) y = sin
1

x
. Âûÿñíèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = 0: ïðè x → 0 ⇒ 1

x
→ ∞. Íî ïðåäåë lim

x→0
sin

1

x
íå ñóùåñòâóåò.

Ïîýòîìó x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

�15. 1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòð�àññà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
ñåãìåíòå [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå.

2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåã-
ìåíòå [a, b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì ñåãìåíòå ñâîèõ òî÷íîé âåðõíåé è
íèæíåé ãðàíåé, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå x′, x′′ ∈ [a, b], ÷òî

f(x′) = sup
x∈[a,b]

f(x), f(x′′) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Ïðîâåðèì, ïðèìåíèìû ëè 1-ÿ è 2-ÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ê ôóíê-

öèè y = tg x íà îòðåçêå: à) x ∈
[
−π

4
,
π

4

]
, á) x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
?

Îòâåò: à) äà, òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå, òî îíà
îãðàíè÷åíà íà í¼ì è äîñòèãàåò ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé (ÿâëÿþùèõñÿ â
ýòîì ñëó÷àå íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè);

á) íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà óêàçàííîì îò-
ðåçêå (áîëåå òîãî, íà êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà).
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5 ÑÅÌÈÍÀÐ: Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé îä-
íîé ïåðåìåííîé

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

I. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëåíèå, ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Ðàâåíñòâî îä-
íîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ êàê íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå. Ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (âêëþ÷àÿ ïðîèçâîäíûå
îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé). Ïðîèç-
âîäíûå ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê
ãðàôèêó è èõ óðàâíåíèÿ.

II. Äèôôåðåíöèàë. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé â òî÷êå è íà
ìíîæåñòâå. Ýêâèâàëåíòíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóùåñòâîâàíèþ êî-
íå÷íîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå. Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè è
íåÿâíî. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé 0

0 è ∞∞ .

III. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïî-
íÿòèå î ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëàõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëû
Ëåéáíèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèÿõ (Ôåðì�à, Ð�îëëÿ, Ëàãð�àíæà è äð.). Ôîðìóëà Òåéëî-
ðà. Ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëî-
ðåíà. Ïîíÿòèå àñ�èìïòîò ãðàôèêà ôóíêöèè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ:

[4]: Ðàçäåë III. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Ãë. 7 (Ïðîèçâîäíàÿ)
�7.1-7.3; Ãë. 8 (Ïðèëîæåíèå ïðîèçâîäíîé), �8.1 (Îñíîâíûå òåîðåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ), �8.2 (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ), �8.3 (Èíòåðâà-
ëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè), �8.4 (Èíòåðâàëû âûïóêëî-
ñòè, òî÷êè ïåðåãèáà), �8.5 (Àñ�èìïòîòû. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïî-
ñòðîåíèå èõ ãðàôèêîâ). Ãë. 9 (Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè)

[5]: Ãë. 5 (Äèôôåðåíöèðîâàíèå), �1�6

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
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ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 5.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çà-
äà÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî
òîãäà âû ìîæåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå
ïûòàéòåñü ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî
ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ëåê-
öèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçäåëó.

5.1 Ïðîèçâîäíàÿ. Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ôóíêöèè

Îïð.1 (ïðîèçâîäíîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) è òî÷êà

x0 ∈ (a, b). Äàäèì ïðèðàùåíèå ∆x àðãóìåíòó â òî÷êå x0 è ïîëó÷èì íîâóþ òî÷êó x0 +
∆x. Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x áóäåì ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëîæèòåëüíûì èëè

îòðèöàòåëüíûì, òàê ÷òîáû (x0 +∆x) ∈ (a, b). Íàçîâ¼ì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x, ðàçíîñòü ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0).

Ðàññìîòðèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ïðè

∆x→ 0:

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî åãî íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå

x = x0 è ïèøóò:

f ′(x0), f ′(x)
∣∣∣
x=x0

, y′(x0),
df

dx

∣∣∣
x=x0

,
dy

dx

∣∣∣
x=x0

.

Îáîçíà÷èì x = x0 + ∆x, òîãäà ∆x = x − x0 è ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

ïðîèçâîäíîé:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ïðàâîé (ëåâîé) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

÷èñëî, ðàâíîå ïðàâîìó (ëåâîìó) ïðåäåëó:

f ′+(x0) = lim
∆x→+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
, f ′−(x0) = lim

∆x→−0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå).

Ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ f ′(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼

îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò è ðàâíû: f ′+(x0) = f ′−(x0) (= f ′(x0)).

Îïð.2 (äèôôåðåíöèàëà è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè). Ïóñòü ïðèðàùåíèå ôóíê-

öèè ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) â òî÷êå x0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆y = A(x0)∆x+ α(∆x)∆x,

ãäå A(x0) � ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ∆x, à α(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆x→ 0 ôóíêöèÿ
(ò.å. ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè x → x0). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
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y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, òî A(x0) = f ′(x0). Ëèíåéíàÿ ÷àñòü

f ′(x0)∆x ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ å¼ äèôôåðåíöèàëîì â äàííîé òî÷êå è îáîçíà-

÷àåòñÿ df(x0). Äèôôåðåíöèðóåìàÿ (â òî÷êå) ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò
äèôôåðåíöèàë (â äàííîé òî÷êå). Åñëè æå ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷íà â

òî÷êå x0, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íå äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé äàííîé òî÷êè ôóíêöèþ

ìîæíî çàìåíèòü ëèíåéíîé.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òåîðåìà 3.Ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ãðàôèê ôóíêöèè èìååò â òî÷êå M0(x0, f(x0)) êàñàòåëüíóþ (âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé

ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ).

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà íåïðåðûâíà

â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî å¼ ïåðâûé äèô-

ôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå: dy(x0) = y′(x0)dx.

�1. Ñôîðìóëèðóéòå ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå. ×òî çíà÷èò, ÷òî
ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0? Äîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ y = 3

√
(x− 3)2 íåïðåðûâíà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x =

3.

�2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = cos 2x íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå x =

π

2
.

�3. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè y =

√
x â òî÷êå x = x0.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

�4. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà íè â îäíîé
òî÷êå: à) y =

√
log2(sinx);

á) ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
0, åñëè x ∈ R \Q.

Óêàçàíèå: à) íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé: äëÿ

òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ìîãëà áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ, îíà äîëæíà áûòü êàê ìèíèìóì îïðåäåëåíà â äâóñòîðîííåé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

á) Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î òîì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé

òî÷êå, òî îíà îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

�5. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 − 2x+ 1 îïðåäåëèòå â òî÷êå x = 1:
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1) ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f(1); 2) äèôôåðåíöèàë df(1).

�6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = |x−1| íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x = 1. Óêàçàíèå: íàéäèòå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå è ïîêàæèòå, ÷òî îíè íå ðàâíû.

�7. Ïóñòü

f(x) =

{
x2, åñëè x ≤ x0;

ax+ b, åñëè x > x0.

Êàê ñëåäóåò ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû a è b òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x)
áûëà íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x = x0?

5.2 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ
1-ãî ïîðÿäêà

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: (xα)′ = αxα−1 (α ∈ R).

2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ: (ax)′ = ax ln a (0 < a 6= 1), â ÷àñòíîñòè, (ex)′ = ex.

3. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: (loga x)′ =
1

x ln a
(0 < a 6= 1, x > 0), â ÷àñòíîñòè,

(lnx)′ = 1/x.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

4. (sinx)′ = cosx, x ∈ R;
5. (cosx)′ = − sinx, x ∈ R;
6. (tg x)′ =

1

cos2 x
(cosx 6= 0);

7. (ctg x)′ = − 1

sin2 x
(sinx 6= 0).

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

8. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1);

9. (arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1);

10. (arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R;

11. (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè:

12. (shx)′ = chx, x ∈ R;
13. (chx)′ = shx, x ∈ R;
14. (thx)′ = 1/ch2 x, x ∈ R;
15. (cthx)′ = −1/sh2 x, x ∈ (−∞, 0)

⋃
(0,+∞).

Äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ôóíêöèè f(x) âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå df(x) = f ′(x)dx.

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ : (u ± v)′ = u′ ± v′ (ïðîèçâîäíàÿ ñóììû, ðàçíîñòè

äâóõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé), (uv)′ = u′v+v′u (ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ),
(u
v

)′
=
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u′v − v′u
v2

(ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî), à òàêæå (c · y(x))′ = c · y′(x), ãäå c = const (êîíñòàíòó

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ìîæíî âûíîñèòü çà ñêîáêó), (c)′ = 0 (ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû

ðàâíà íóëþ).

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ: d(u± v) = du± dv (äèôôåðåíöèàë ñóììû, ðàç-

íîñòè), d(uv) = vdu+udv (äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ), d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
(äèôôåðåí-

öèàë ÷àñòíîãî).

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = y(x), çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t),

y = y(t), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
y′t
x′t
.

Åñëè ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, òî ÷òîáû íàéòè å¼

ïðîèçâîäíóþ, íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü äàííîå óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x è èç ïîëó-

÷åííîãî ðàâåíñòâà âûðàçèòü èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ y′(x).

�8. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé, óêàçàâ èõ îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ (äèôôåðåíöèðóåìîñòè):

à) y = 5 3
√
x+

2

x
+ 7; á) y = x sinx; â) y =

lnx− 1

cosx
.

�9. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè (xα)′ = αxα−1:

y = x7 − 2x5 + 5− 8

x3
+

5

6
x 5
√
x.

�10. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè òàì, ãäå îíà îïðåäåëåíà:

y = 5x − 7 tg x+ 3 ctg x+ arctg x.

�11. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è óêàæèòå îáëàñòü, ãäå îíà ñó-
ùåñòâóåò:

y = 3 + 4x2 +
5
√
x3 +

1

x2
+ sinx+ cosx+ lnx.

�12. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 4ex + arctg x+ arcsinx.

�13. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x arccosx.

�14. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
1 + ex

1− ex
.

�15. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = cos100 x.

�16. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = ln(tg 5x).

�17. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = etg x.

�18. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 3x3 lnx− x3.
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�19. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
x2 + 1

x2 − 1
.

�20. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèâ èõ è
ïðèâåäÿ ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

à) y = sin4 x+ cos4 x; á) y = lg(ch2 x− sh2 x); â) y =
ex − e−x

2
.

�21. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé: à) y = ln(ln(lnx));

á) y = sin5 x; â) y = ctg(7x2 − 6x+ 1); ã) y = 5cos 13x.

�22. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé (îòâåò íå óïðîùàòü):

à) y = log7(cos5 x); á) y = arcsin(sin2 x); â) y = arctg(2x).

�23. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè y = ln tg 2x.

�24. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè y = 3arccos 2x.

�25. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåíí�ûõ ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå:

à) y = xx (x > 0); á) y = xsinx (x > 0); â) y = (1 + x2)cosx.

�26. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåíí�îé ôóíêöèè

y = x
1
x .

�27. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′(x) ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî óðàâíå-
íèåì xy2 − 5x+ ln y = 0 (y > 0).

�28. Íàéäèòå y′(x) è y′′(x), à òàêæå dy è d2y, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà
íåÿâíî óðàâíåíèåì: à) y + ln y + x2 = 0; á) 2y + cos y + 2x = 0.

�29. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ íåÿâíîé ôóíêöèè x cos y − y sinx = 0.

�30. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′(x) ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè{
x(t) = t3 + 2t,

y(t) = arctg t

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå y′x ïðè t = 0?

�31. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′(x) ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêè (t ∈ R): {

x(t) = 2t+ 1,

y(t) = t3.
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�32. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè{
x(t) = e2t,

y(t) = e3t.

�33. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè y = y(x) â òî÷êå t = 1, åñëè
ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ñèñòåìîé óðàâíåíèé:{

x(t) = 2t− 1;

y(t) = 3t3 + 5, t ∈ R.

�34. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = arcsin(x2).

�35. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = sin3 2x.

�36. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = 2−x
2

.

5.3 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ

1. Äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà d2y(x) = d(dy(x)) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: d2y(x) = y′′(x)dx2.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè, n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x (n ∈ N), èìååì:
dny(x) = y(n)(x)dxn.

2. Åñëè ôóíêöèè u(x) è v(x) äèôôåðåíöèðóåìû n ðàç â òî÷êå x, òî ïðîèçâîäíàÿ n-ãî
ïîðÿäêà îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà:

(uv)(n) =
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k),

ãäå u(0) = u(x), v(0) = v(x), à äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà � ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå

dn(uv) = (uv)(n)dxn =

(
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k)

)
dxn.

ãäå d0u = u(x), d0v = v(x).

�37. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ è äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèé

à) y = sin 5x; á) y = 3−x + 2x6.

�38. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ è äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

y = x3 − 4x2 + 5x− 1.

�39. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = x2 lnx.

�40. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = x sinx.
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�41. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ 3-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = ex cosx.

�42. Íàéäèòå dy, d2y, dny (n ∈ N), åñëè à) y = e4x; á) y = 2x.

Ðåøåíèå. à) dy = f ′(x)dx = (e4x)′dx = 4e4xdx; d2y = (e4x)′′(dx)2 = 42e4xdx2;

dny = (e4x)(n)(dx)n = 4ne4xdxn.

�43. Íàéäèòå y(n)(x), åñëè à) y = sin 5x; á) y = e3x.

�44. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ è äèôôå-
ðåíöèàë 100-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = x2ex. ×åìó ðàâåí d100y(0)?

�45. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ëåéáíèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è
äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, íàéäèòå y(20)(x) è d20y(x), åñëè

y = x2e2x.

�46. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = xex.

5.4 Çàäà÷è íà óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ è íîðìàëåé

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, y(x0)) ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = y(x):

y = y(x0) + y′(x0)(x− x0),

à óðàâíåíèå íîðìàëè (ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñà-

òåëüíîé):

y = y(x0)− 1

y′(x0)
(x− x0).

�47. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê çàäàííîé ÿâíî
êðèâîé y = ln(1 + x) â òî÷êå x0 = 0.

�48. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé x = 2t−
t2, y = 3t− t3 â òî÷êå t = 0.

�49. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè â òî÷êå x0, îòâå-
÷àþùåé çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t0 = π

2 , åñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè {

x = t− sin t,

y = 1− cos t.

�50. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé, çàäàí-
íîé íåÿâíî óðàâíåíèåì x2 + 2xy2 + 3y4 = 6, â òî÷êå M0(1,−1).

Óêàçàíèå: íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′(x) â òî÷êåM0(1,−1) ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé (äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îäèí ðàç óðàâíåíèå
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ïî ïåðåìåííîé x è âûðàçèòü èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà y′ ÷åðåç x è y) è çàòåì âîñïîëüçî-

âàòüñÿ óðàâíåíèÿìè êàñàòåëüíîé è íîðìàëè.

5.5 Çàäà÷è íà ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Ïðàâèëî Ëî-
ïèòàëÿ

Òåîðåìà (1-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è äèôôå-

ðåíöèðóåìû âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé
òî÷êè a. Ïóñòü, äàëåå, lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0 è ïðîèçâîäíàÿ g′(x) îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó

â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

x→a

f(x)

g(x)
, ïðè÷¼ì ýòè ïðåäåëû ðàâíû:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Òåîðåìà (2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è äèô-

ôåðåíöèðóåìû âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

ñàìîé òî÷êè a. Ïóñòü, äàëåå, lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ è ïðîèçâîäíàÿ g′(x) îòëè÷íà îò

íóëÿ âñþäó â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñ-

êîíå÷íûé) ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

x→a

f(x)

g(x)
, ïðè÷¼ì ýòè ïðåäåëû ðàâíû:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→a

f(x)g(x), ãäå ïðè x → a èìååì f(x) → 1,

g(x) → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 1∞.
Äëÿ å¼ ðàñêðûòèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðè¼ì: ïðåäåë ñâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè 2-ãî

çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà ê ýêâèâàëåíòíîìó, íî áîëåå ïðîñòîìó ïðåäåëó âèäà

lim
x→a

f(x)g(x) = e
lim
x→a

(f(x)−1)g(x)
.

�51. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü, óñòàíîâèòå å¼

âèä è âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

ln2(1 + x)

x
, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ïðåäåë

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

�52. Íàéäèòå ïðåäåë lim
x→0

(x ln3 x), ñâåäÿ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞∞ è çà-

òåì èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Óêàçàíèå: ïðèâåñòè ïðåäåë ê âèäó lim
x→0

ln3 x
1
x

è òðèæäû (ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ íåîïðåäå-

ë¼ííîñòü ∞∞) âîñïîëüçîâàòüñÿ 2-ì ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

�53. Íàéäèòå ïðåäåë, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: lim
x→0

arctg x

tg x
.
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�54. Ðàñêðîéòå íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

ex − 1

x
.

�55. Ðàñêðîéòå íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞ , èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

lnx

x
.

�56. Âû÷èñëèòå ïðåäåë, ñâåäÿ íåîïðåäåëåííîñòü 0 · ∞ ê íåîïðåäå-
ë¼ííîñòè ∞∞ è èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+0

x lnx.

�57. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòå ïðåäåë:

à) lim
x→+∞

x3

ex
; á) lim

x→0

sinx− x
x3

.

�58. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ∈ N:

à) lim
x→+∞

xn

ex
= 0; á) lim

x→+∞

lnx

xn
= 0

(ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàñò¼ò áûñòðåå ñòåïåíí�îé
ôóíêöèè, à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ � ìåäëåííåå ñòåïåíí�îé ôóíêöèè).

�59. Ðàñêðîéòå íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞−∞, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
.

Óêàçàíèå: ïðèâåñòè äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è äâàæäû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì

Ëîïèòàëÿ.

�60. Ðàñêðîéòå íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 00, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïè-
òàëÿ:

lim
x→0

(sinx)x.

Óêàçàíèå: èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî a = eln a, ïðåîáðàçîâàòü ôóíêöèþ: (sinx)x =

eln((sinx)x) = ex ln(sinx) = e
ln(sin x)

1/x è çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà

lim
x→0

(sinx)x = lim
x→0

e
ln(sin x)

1/x = e
lim
x→0

ln(sin x)
1/x

âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

�61. Ðàñêðîéòå íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 1∞: lim
x→0

(1 + x)lnx.
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�62. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà, íàéäèòå ðàçëîæåíèå â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0 (ò.å. ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåí-
íîé x) ôóíêöèé:

à) f(x) = ex; á) f(x) = sinx

äî ÷ëåíà ñ x3 âêëþ÷èòåëüíî.

�63. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = sinx ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x =
π

3
äî ÷ëåíîâ 3-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�64. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà (â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0),
íàéäèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = e2x−x2 äî ÷ëåíà ñ x3 âêëþ÷èòåëü-
íî.

�65. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, âû÷èñëèòå

à) lim
x→0

ex + e−x − 2

x2
, á) lim

x→0

1− cos 2x

x
.

5.6 Çàäà÷è íà òåîðåìû Ëàãðàíæà è Ðîëëÿ

Òåîðåìà (Ëàãðà́íæà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è äèôôåðåíöè-

ðóåìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà, òî âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ
òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëàãðàíæà:

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Òåîðåìà (Ðî́ëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è äèôôåðåíöèðó-
åìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà, ïðè÷¼ì f(a) = f(b), òî âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà

íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ, ïðîèçâîäíàÿ f ′(ξ) â êîòîðîé ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà Ðîëëÿ èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: åñëè íà êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèÿ

ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, òî íà êðèâîé y = f(x) íàéä¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ

ê êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ Ox.

�66. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [x, y],
äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:

à) | sinx− sin y| ≤ |x− y|; á) | arctg x− arctg y| ≤ |x− y|.

�67. Ôóíêöèÿ f(x) = 1 − 3
√
x2 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x1 = −1

è x2 = 1, íî òåì íå ìåíåå f ′(x) 6= 0 ïðè −1 ≤ x ≤ 1. Îáúÿñíèòå
êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Ðîëëÿ.
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5.7 Çàäà÷è íà ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè: ïðîèçâîäíûå âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé y(x)
è x(y) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ðàâåíñòâîì (dxdy 6= 0):

dy

dx
=

1
dx
dy

. (1)

�68. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè è ôîðìó-
ëû cos(arcsinα) =

√
1− α2, cos(arctgα) = 1√

1+α2
, äîêàæèòå:

à) (arcsinx)′ =
1√

1− x2
(|x| < 1), á) (arctg x)′ =

1

1 + x2
(x ∈ R).
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

I. Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè.

�1. Ðåøåíèå. 1) Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå, à èìåííî: ôóíêöèÿ y = 3

√
(x− 3)2 íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå x = 3, åñëè lim
x→3

f(x) = f(3). Â äàííîì ñëó÷àå èìååì

lim
x→3

3
√

(x− 3)2 = 0 � âåðíî, ò.å. ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 3.

Ìîæíî áûëî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x = 3 áîëåå ñòðîãî, îïèðàÿñü íà îïðå-

äåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè (íà ÿçûêå ¾ε − δ¿). Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå x = 3, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè

|x−3| < δ (ò.å. êàê òîëüêî çíà÷åíèå x ïîïàëî â δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 3), òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |f(x)− f(3)| < ε (ò.å. f(x) ïîïàëî â ε-îêðåñòíîñòü f(3)). Â ñàìîì äåëå, èìååì

|f(x)− f(3)| = | 3
√

(x− 3)2 − 0| = 3
√

(x− 3)2 = 3
√
|x− 3|2 < 3

√
δ2 = δ

2
3 < ε.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî δ
2
3 < ε ⇔ δ2 < ε3, íàõîäèì δ < ε

3
2 . Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ε > 0, åñëè âûáèðàòü δ(ε) èç óñëîâèÿ 0 < δ < ε
3
2 , ïîëó÷èì âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ,

÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x = 3.

2) Äîêàæåì íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x = 3, âû÷èñ-
ëèâ ïðîèçâîäíóþ â ýòîé òî÷êå (èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé):

f ′(3) = lim
x→3

f(x)− f(3)

x− 3
= lim

x→3

3
√

(x− 3)2 − 0

x− 3
= lim

x→3

(x− 3)
2
3

x− 3
=

= lim
x→3

1
3
√
x− 3

=∞.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îêàçàëàñü áåñêîíå÷íîé, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà â äàííîé òî÷êå.

�2. 1-é ñïîñîá. Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè y = cos 2x
â òî÷êå x = π/2, âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ â ýòîé òî÷êå (ïî îïðåäåëåíèþ
ïðîèçâîäíîé, ò.å. êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðà-
ùåíèþ àðãóìåíòà) è ïîêàçàâ, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïðèíèìàåò êîíå÷íîå
çíà÷åíèå:

f ′
(π

2

)
= lim

x→π
2

cos 2x− cos π

x− π
2

= − lim
x→π

2

2 sin 2x−π
2 sin 2x+π

2

x− π
2

=

= − lim
x→π

2

2 sin(x− π
2 ) sin(x+ π

2 )

x− π
2

=
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(òàê êàê sin(x− π
2 ) ∼ x− π

2 ïðè x→ π/2)

= −2 lim
x→π

2

sin
(
x+

π

2

)
= −2 sinπ = 0.

2-é ñïîñîá. Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè y = cos 2x â
òî÷êå x = π/2, âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ (ñëîæíîé ôóíêöèè):

(cos 2x)′ = −2 sin 2x
∣∣∣
x=π/2

= −2 sinπ = 0.

Ìû äîêàçàëè äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x = π/2. Îñòàëîñü
äîáàâèòü, ÷òî èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
â òî÷êå x = π/2.

�3. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè f(x) =

√
x â òî÷êå x = x0:

f ′(x0) = lim
x→x0

√
x−√x0

x− x0
= lim

x→x0

(
√
x−√x0)(

√
x+
√
x0)

(x− x0)(
√
x+
√
x0)

=

= lim
x→x0

x− x0

(x− x0)(
√
x+
√
x0)

= lim
x→x0

1√
x+
√
x0

=
1

2
√
x0
.

�4. à) y =
√

log2(sinx). Íàéä¼ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:
log2(sinx) ≥ 0 ⇔ log2(sinx) ≥ log2 1 ⇔ sinx ≥ 1 ⇔ sinx = 1 ⇔
x = π

2 + 2πn, n ∈ Z. Òî åñòü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îòäåëüíûõ òî÷-
êàõ. Îäíàêî, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ìîãëà áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x0 ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îíà äîëæíà áûòü êàê ìèíèìóì
îïðåäåëåíà â äâóñòîðîííåé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà íè
â îäíîé òî÷êå.

á) ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
0, åñëè x ∈ R \Q.

Ìû ðàíåå óæå äîêàçûâàëè, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå ðàçðûâíà â ëþáîé
òî÷êå x. Îäíàêî, åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå,
òî îíà îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ.

�5. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 − 2x+ 1 îïðåäåëèì â òî÷êå x = 1:

1) ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f(1); 2) äèôôåðåíöèàë df(1).
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1) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå,

∆f(1) = f(1 + ∆x)− f(1) = (1 + ∆x)3 − 2(1 + ∆x) + 1 =

= ∆x+ 3(∆x)2 + (∆x)3.

2) Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â òî÷êå, ãëàâíàÿ (ëè-
íåéíàÿ îòíîñèòåëüíî 4x) ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè åñòü äèôôåðåí-
öèàë. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ∆x. Èòàê, df(1) = ∆x.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå x = 1 ìîæíî áû-
ëî ðåøèòü, íå îïèðàÿñü íà åãî îïðåäåëåíèå, à ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà: df(x) = f ′(x)dx. Íàéäÿ ïðåä-
âàðèòåëüíî f ′(1) = (3x2 − 2)|x=1 = 1, ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò:
df(1) = f ′(1) · 4x = 4x(= dx).

�6. ×òîáû äîêàçàòü íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè y = |x − 1|
â òî÷êå x = 1, íàéä¼ì å¼ îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå è
ïîêàæåì, ÷òî îíè íå ðàâíû:

f ′+(1) = lim
x→1+0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+0

|x− 1| − 0

x− 1
= lim

x→1+0

x− 1

x− 1
= 1;

f ′−(1) = lim
x→1−0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−0

|x− 1| − 0

x− 1
= lim

x→1−0

1− x
x− 1

= −1.

Òàê êàê ïðàâàÿ è ëåâàÿ ïðîèçâîäíûå íå ðàâíû â òî÷êå x = 1, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

�7. Ïóñòü f(x) =

{
x2, åñëè x ≤ x0;

ax+ b, åñëè x > x0.
Ïîäáåð¼ì êîýôôèöèåíòû

a è b òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x = x0.

1) Çàïèøåì â òî÷êå x = x0 óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè:

f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0) ⇔ x2
0 = ax0 + b. (1)

2) Âûïèøåì óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå x = x0: f ′−(x0) =
f ′+(x0). Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì, ïî îïðåäåëåíèþ, îáå îäíîñòîðîííèå ïðîèç-
âîäíûå:

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0−0

x2 − x2
0

x− x0
= 2x0,
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f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0+0

ax+ b− (ax0 + b)

x− x0
= a.

Òîãäà óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðèìåò âèä:

f ′−(x0) = f ′+(x0) ⇔ 2x0 = a. (2)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (1)-(2), íàõîäèì a = 2x0, b = −x2
0.

Çàìå÷àíèå. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ïðè x = x0 îçíà÷àåò, ÷òî
â òî÷êå (x0, f(x0)), ãäå ïàðàáîëà ¾ïåðåõîäèò¿ â ïðÿìóþ, ýòè äâå êðèâûå
èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ.

�8. Ðåøåíèå. à) y′ = 5

(
x

1
3

)′
+ 2

(
x−1
)′

+ 7′ = 5 · 1
3
x−

2
3 + 2

(
−x−2

)
=

=
5

3
3
√
x2
− 2

x2
, x 6= 0; á) y′ = (x)′ · shx+x · (shx)′ = shx+x chx, x ∈ R;

â) ïðè x 6= π

2
+ πn, n = 0, 1, 2, ..., èìååì:

y′ =
(lnx− 1)′ cosx− (lnx− 1)(cosx)′

cos2 x
=

=
cosx
x + (lnx− 1) sinx

cos2 x
=

cosx+ x(lnx− 1) sinx

x cos2 x
.

�9. y = x7− 2x5 + 5− 8

x3
+

5

6
x

6
5 ⇒ y′ = 7x6− 10x4 +

24

x4
+ 5
√
x, x 6= 0.

�10. y = 5x−7 tg x+3 ctg x+arctg x⇒ y′ = 5x ln 5− 7

cos2 x
− 3

sin2 x
+

1

1 + x2
, x 6= πn

2
, n ∈ Z.

�11. y = 3 + 4x2 + x
3
5 + x−2 + sinx+ cosx+ lnx⇒ y′ = 8x+

3

5
x−

2
5 −

2

x3
+ cosx− sinx+

1

x
(x > 0).

�12. y = 4ex + arctg x + arcsinx ⇒ y′ = 4ex +
1

1 + x2
+

1√
1− x2

(|x| < 1).
�13. y = x arccosx ⇒ y′ = x′ · arccosx + x(arccosx)′ = arccosx −
x√

1− x2
(|x| < 1).

�14. y =
1 + ex

1− ex
⇒ y′ =

(1 + ex)′(1− ex)− (1 + ex)(1− ex)′

(1− ex)2
=

=
ex(1− ex) + (1 + ex)ex

(1− ex)2
=

2ex

(1− ex)2
, x 6= 0.
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�15. y = cos100 x ⇒ y′ = 100 cos99 x · (cosx)′ = −100 sinx cos99 x.

�16. y = ln(tg 5x) ⇒ y′ =
1

tg 5x
(tg 5x)′ = ctg 5x · 5

cos2 5x
, ãäå tg 5x >

0, ò.å. 5x ∈
(
πn,

π

2
+ πn

)
, n ∈ Z, ⇒ x ∈

(πn
5
,
π

10
+
πn

5

)
.

�17. y = etg x ⇒ y′ = etg x · (tg x)′ = etg x · 1

cos2 x
, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z.

�18. y = 3x3 lnx − x3 ⇒ y′ = 3

(
3x2 lnx+ x3 · 1

x

)
− 3x2 = 9x2 lnx,

ãäå x > 0.

�19. y =
x2 + 1

x2 − 1
⇒ y′ =

(x2 + 1)′(x2 − 1)− (x2 + 1)(x2 − 1)′

(x2 − 1)2
=

=
2x(x2 − 1)− (x2 + 1)2x

(x2 − 1)2
=

−4x

(x2 − 1)2
, x 6= ±1.

�20. Èíîãäà ïåðåä òåì, êàê ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ, èìååò
ñìûñë å¼ óïðîñòèòü.

à) y = sin4 x + cos4 x. Â äàííîì ñëó÷àå, âûäåëÿÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ åäèíèöó è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû sin 2x = 2 sinx cosx è ïîíèæåíèÿ

ñòåïåíè sin2 α =
1− cos 2α

2
, ïîëó÷èì: y = sin4 x+ cos4 x =

= (sin2 x+ cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x = 1− 1

2
sin2 2x =

3

4
+

1

4
cos 4x.

Òåïåðü íàéòè ïðîèçâîäíóþ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà:
(

3
4 + 1

4 cos 4x
)′

=
− sin 4x.

á) y = lg(ch2 x − sh2 x). Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì
òîæäåñòâîì: y = lg 1, ïîýòîìó y′ = 0.

â) y =
ex − e−x

2
= shx ⇒ y′ = chx.

�21. Ðåøåíèå: à) (ln(ln(lnx)))′ =
1

ln(lnx)
· 1

lnx
· 1

x
(x > e);

á) (sin5 x)′ = 5 sin4 x · cosx;

â) (ctg(7x2 − 6x+ 1))′ = − 1

sin2(7x2 − 6x+ 1)
· (14x− 6);

ã) (5cos 13x)′ = 5cos 13x · ln 5 · (− sin 13x) · 13.

�22. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé:

à) y = log7(cos5 x) ⇒ y′ =
1

(cos5 x) ln 7
· 5 cos4 x · (− sinx), cosx > 0;
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á) y = arcsin(sin2 x) ⇒ y′ =
1√

1− sin4 x
· 2 sinx · cosx, sinx 6= ±1;

â) y = arctg(2x) ⇒ y′ =
1

1 + (2x)2
· 2x · ln 2.

�23. y = ln(tg 2x) ⇒ y′ =
1

tg 2x
· 1

cos2 2x
· 2, tg 2x > 0.

�24. y = 3arccos 2x ⇒ y′ = 3arccos 2x · ln 3 ·

(
− 1√

1− (2x)2

)
· 2, ãäå

2x ∈ [−1, 1].

�25. à) y = xx (x > 0). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðè¼ìîì ¾ïðåäâàðèòåëü-
íîå ëîãàðèôìèðîâàíèå¿. Ïðîëîãàðèôìèðóåì ïî îñíîâàíèþ e ðàâåíñòâî
y = xx: ln y = x lnx. Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ïåðåìåííîé x ïîëó-
÷åííîå ðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèðóåì ïî ïðà-
âèëó ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, à ïðàâóþ � êàê ïðîèçâîäíóþ ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé: y

′

y = (x)′ lnx+x · (lnx)′. Óïðîùàÿ è âûðàæàÿ
èç ýòîãî ðàâåíñòâà y, íàõîäèì èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ: y′ = xx(lnx + 1)
(x > 0).

á) y = xsinx (x > 0). Ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî: ln y =

ln(xsinx) ⇔ ln y = sinx · lnx. Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x:
y′

y
=

(sinx)′ lnx + sinx(lnx)′ ⇔ y′

y
= cosx lnx +

sinx

x
. Óìíîæèì íà y:

y′ = y

(
cosx lnx+

sinx

x

)
= xsinx

(
cosx lnx+

sinx

x

)
.

â) y = (1 + x2)cosx. Ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî: ln y =

ln((1 + x2)cosx) ⇔ ln y = cosx ln(1 + x2). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì:
y′

y
=

− sinx ln(1 + x2) + cos x · 1

1 + x2
· 2x. Óìíîæèì íà y:

y′ = y

(
− sinx ln(1 + x2) +

2x cosx

1 + x2

)
=

= (1 + x2)cosx

(
− sinx ln(1 + x2) +

2x cosx

1 + x2

)
.

�26. y = x
1
x (x > 0). Ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî: ln y = ln(x

1
x ).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì:
y′

y
=

(
1

x
lnx

)′
⇔ y′

y
=

(
1

x

)′
lnx +

1

x
· (lnx)′ ⇔
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y′

y
= − 1

x2
lnx+

1

x2
⇔. Óìíîæèì íà y: y′ = y · 1− lnx

x2
= x

1
x · 1− lnx

x2
.

�27. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåí-
íîé x, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y çàâèñèò îò x, è çàòåì âûðàçèì èç ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ:

y2 + 2xyy′ − 5 +
y′

y
= 0 ⇒ y′ =

5− y2

2xy + 1
y

.

Çàìåòèì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè, íà-
äî, âîîáùå ãîâîðÿ, çíàòü íå òîëüêî çíà÷åíèå x, íî è ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå y.

�28. Íàéä¼ì y′(x) è y′′(x), à òàêæå dy è d2y äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íåÿâíî óðàâíåíèÿìè: à) y + ln y + x2 = 0; á) 2y + cos y + 2x = 0.

à) Ïðè y > 0 ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå y + ln y + x2 = 0:

y′+ y′

y +2x = 0, îòêóäà íàõîäèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ: y′ =
−2xy

y + 1
. ×òîáû

íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðîäèôôåðåíöèðóåì åù¼ ðàç ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî:

y′′ = −2
(xy)′(y + 1)− xy(y + 1)′

(y + 1)2
= −2

(y + xy′)(y + 1)− xyy′

(y + 1)2
.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, ïîäñòàâèâ âìåñòî y′ å¼ âûðàæåíèå
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çà-
äàííîé ôóíêöèè çàâèñèò íå òîëüêî îò x, íî è, âîîáùå ãîâîðÿ, îò y (è
y′, íî îò ïîñëåäíåé ìîæíî èçáàâèòüñÿ).

Òîãäà äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ: dy(x) = y′(x)dx =
−2xydx

y + 1
, d2y(x) = y′′(x)(dx)2 = ...

á) ×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ðàâåíñòâî 1 ðàç: 2y′− sin y ·y′+2 = 0, îòêóäà íàõîäèì y′(2− sin y) = −2
⇒ y′ = 2

sin y−2 . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî 2y′−sin y ·y′+2 = 0 åù¼ ðàç: 2y′′−(sin y ·y′)′ = 0

⇒ 2y′′ − (cos y · y′2 + sin y · y′′) = 0, îòêóäà íàõîäèì y′′ =
cos y · (y′)2

2− sin y
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ îñòàëîñü
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè dy(x) = y′(x)dx, d2y(x) = y′′(x)dx2.

�29. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x), çàäàííîé íåÿâíî ïðè ïî-
ìîùè óðàâíåíèÿ x cos y − y sinx = 0. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì
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ýòî óðàâíåíèå îäèí ðàç (ïî ïåðåìåííîé x), ó÷èòûâàÿ, ÷òî y çàâèñèò îò
x. Ïîëó÷èì: x′ · cos y + x(−(sin y) · y′) − (y′ sinx + y cosx) = 0, îòêóäà

óæå íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ: y′ =
cos y − y cosx

x sin y + sinx
.

�30. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
äàííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(arctg t)′

(t3 + 2t)′
=

1/(1 + t2)

3t2 + 2
=

1

(1 + t2)(3t2 + 2)
.

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t. ×òîáû
íàéòè, íàïðèìåð, y′(x) â òî÷êå t = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò x(0) = 0),

ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé t = 0: y′x

∣∣∣
t=0

=
1

2
.

�31. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ y′(x) ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

{
x(t) = 2t+ 1,

y(t) = t3, t ∈ R.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå, èìååì

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(t3)′

(2t+ 1)′
=

3t2

2
, t ∈ R.

�32. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè ñè-

ñòåìîé

{
x(t) = e2t,

y(t) = e3t.
Èìååì

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(e3t)′

(e2t)′
=

3e3t

2e2t
=

3

2
et, t ∈ R.

�33. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè y = y(x) â òî÷êå t = 1, åñëè
ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ñèñòåìîé óðàâíåíèé:{

x(t) = 2t− 1;

y(t) = 3t3 + 5, t ∈ R.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå, èìååì

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(3t3 + 5)′

(2t− 1)′
=

9t2

2

∣∣∣
t=1

=
9

2
.

�34. Ïî ôîðìóëå äëÿ 1-ãî äèôôåðåíöèàëà èìååì: dy(x) = y′(x)dx =

(arcsinx2)′dx =
1√

1− (x2)2
· (x2)′dx =

2xdx√
1− x4

, |x| < 1.

�35. Ïî ôîðìóëå äëÿ 1-ãî äèôôåðåíöèàëà èìååì: dy(x) = y′(x)dx =
(sin3 2x)′dx = 3 sin2 2x · cos 2x · 2dx = 3 sin 4x sin 2xdx.
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�36. Èìååì: dy(x) = y′(x)dx = (2−x
2

)′dx = 2−x
2

ln 2 · (−x2)′dx =
−2 ln 2 · x · 2−x2dx.

�37. à) y′ = 5 cos 5x ⇒ y′′ = −25 sin 5x ⇒ d2y = −25 sin 5xdx2;
á) y′ = −3−x ln 3 + 12x5 ⇒ y′′ = 3−x ln2 3 + 60x4 ⇒ d2y = (3−x ln2 3 +
60x4)dx2.

�38. y = x3 − 4x2 + 5x − 1 ⇒ y′ = 3x2 − 8x + 5 ⇒ y′′ = 6x − 8 ⇒
d2y = y′′(dx)2 = (6x− 8)dx2.

�39. y = x2 lnx ⇒ y′ = (x2)′ lnx + x2 · 1

x
= 2x lnx + x ⇒ y′′ =

2

(
lnx+ x · 1

x

)
+ 1 = 2 ln x + 3 ⇒ d2y = y′′(dx)2 = (2 lnx + 3)dx2,

x > 0.

�40. y = x sinx ⇒ y′ = x′ sinx + x(sinx)′ = sinx + x cosx ⇒ y′′ =
cosx+(cosx−x sinx) = 2 cosx−x sinx. Òîãäà d2y = y′′(dx)2 = (2 cos x−
x sinx)dx2.

�41. y = ex cosx ⇒ y′ = (ex)′ cosx+ ex(cosx)′ = ex cosx− ex sinx =
ex(cosx−sinx)⇒ y′′ = (ex)′(cosx−sinx)+ex(cosx−sinx)′ = ex(cosx−
sinx) + ex(− sinx− cosx) = −2ex sinx ⇒ y′′′ = −2(ex sinx+ ex cosx) =
−2ex(sinx+ cosx).

�42. à) dy = f ′(x)dx = (e4x)′dx = 4e4xdx; d2y = (e4x)′′(dx)2 =
42e4xdx2;
dny = (e4x)(n)(dx)n = 4ne4xdxn;

á) d(2x) = (2x)′dx = 2x ln 2dx; d2(2x) = (2x)′′(dx)2 = 2x(ln2 2)dx2;
dn(2x) = (2x)(n)(dx)n = 2x · lnn 2 dxn.

�43. Íàéä¼ì y(n)(x), åñëè à) y = sin 5x; á) y = e3x.
à) Èçâåñòíî, ÷òî sin(n) x = sin

(
x+ πn

2

)
, n ∈ N. Òîãäà y(n)(x) =

5n sin
(
5x+ πn

2

)
.

á) y = e3x⇒ y′ = 3e3x⇒ y′′ = 32e3x⇒ y(3) = 33e3x⇒ ... y(n) = 3ne3x.

�44. Ýòà çàäà÷à ïðîùå ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëåéáíèöà:

(uv)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k).

Ïîëîæèì â ýòîé ôîðìóëå n = 100, u = ex, v = x2, òîãäà v(0) = x2,
v′ = 2x, v′′ = 2, v(3) = v(4) = v(5) = ...v(100) = 0, u′ = u′′ = u′′′ = ... =
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u(100) = ex. Èìååì

(x2ex)(100) = C0
100(e

x)(100)(x2)(0) + C1
100(e

x)(99)(x2)′ + C2
100(e

x)(98)(x2)′′.

Ïî ôîðìóëå Ck
n = n!

k!(n−k)! íàõîäèì: C
0
100 = 1, C1

100 = 100, C2
100 = 4950 è

(x2ex)(100) = ex · x2 + 100ex · 2x+ 4950ex · 2 = ex(x2 + 200x+ 9900).

Òîãäà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

d100y(x) = y(100)(x)dx100 = ex(x2 + 200x+ 9900)dx100.

Ïðè x = 0, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì d100y(0) = 9900dx100.

�45. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ëåéáíèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
è äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, íàéä¼ì y(20)(x) è d20y(x), åñëè
y = x2e2x.

Ïîëîæèì u = x2, v = e2x, òîãäà u′ = 2x, u′′ = 2, u′′′ = ... = u(20) = 0,
v′ = 2e2x, v′′ = 22e2x,..., v(20) = 220e2x. Âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû C0

20 =
1, C1

20 = 20, C2
20 = 20!

2!18! = 190, ïîäñòàâèì â ôîðìóëó Ëåéáíèöà1:

(x2e2x)(20) = C0
20u

(0)v(20) + C1
20u
′v(19) + C2

20u
′′v(18) =

= x2 · 220 · e2x + 20 · 2x · 219 · e2x + 190 · 2 · 218 · e2x = 220e2x(x2 + 20x+ 95).

Òîãäà, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà dx20, ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà (x � íåçàâè-
ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ): d20y(x) = 220e2x(x2 + 20x+ 95)dx20.

�46. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = xex ïî ôîð-
ìóëå Ëåéáíèöà:

(xex)(n) = C0
nx

(0)(ex)(n) + C1
nx
′(ex)(n−1).

Òàê êàê C0
n = 1, C1

n = n, (ex)(n) = ex, x(0) = x, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì: (xex)(n) = xex + nex = ex(x+ n).

�47. Ïîñêîëüêó y(0) = ln 1 = 0, y′(x) =
1

1 + x

∣∣∣
x=0

= 1, òî óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = ln(1 + x) â òî÷êå x0 = 0 èìååò âèä:

y = y(0) + y′(0)(x− 0), ò.å. y = x,

à óðàâíåíèå íîðìàëè: y = y(0)− 1
y′(0)(x− 0) = −x.

1Ôîðìóëà Ëåéáíèöà îñîáåííî ýôôåêòèâíà, êîãäà îäíà èç ôóíêöèé èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî íåíóëåâûõ ïðîèçâîäíûõ (íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì).
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�48. Íàïèøåì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé x = 2t−
t2, y = 3t− t3 â òî÷êå t = 0. Íàéä¼ì x0 = x(0) = 0, y0 = y(0) = 0, òîãäà

y′x =
y′t
x′t

=
3− 3t2

2− 2t
⇒ y′x

∣∣∣
t=0

=
3

2
.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = 0 +
3

2
(x− 0) =

3

2
x, ò.å. 3x− 2y = 0.

Óðàâíåíèå íîðìàëè: y = 0− 2

3
(x− 0) = −2

3
x, ò.å. 2x+ 3y = 0.

�49. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè â òî÷êå x0, îò-
âå÷àþùåé çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t0 = π

2 , åñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåò-

ðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

{
x = t− sin t,

y = 1− cos t.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèò-

ñÿ ïðîèçâîäíàÿ y′x =
y′t
x′t

=
(1− cos t)′

(t− sin t)′
=

sin t

1− cos t

∣∣∣
t=π

2

= 1, à òàêæå

y0 = y(t0) = 1− cos t0 = 1, x0 = x(t0) = t0 − sin t0 = π
2 − 1.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = y0 + y′(x0)(x− x0) = 1 + 1 · (x− (π2 − 1)) =
1 + x− π

2 + 1 = x− π
2 + 2.

Óðàâíåíèå íîðìàëè: y = y0 − 1
y′(x0)(x − x0) = 1 − 1 · (x − (π2 − 1)) =

1− x+ π
2 − 1 = π

2 − x.
�50. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé, çàäàí-

íîé íåÿâíî óðàâíåíèåì x2 + 2xy2 + 3y4 = 6, â òî÷êå M0(1,−1).

Óêàçàíèå: íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′(x) â òî÷êåM0(1,−1) ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé (äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îäèí ðàç óðàâíåíèå

ïî ïåðåìåííîé x è âûðàçèòü èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà y′ ÷åðåç x è y) è çàòåì âîñïîëüçî-

âàòüñÿ óðàâíåíèÿìè êàñàòåëüíîé è íîðìàëè.

�51. Ïðè x → 0 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ,
ïîýòîìó èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0

0 . Ðàñêðîåì ýòó íåîïðåäåë¼í-
íîñòü:

lim
x→0

ln2(1 + x)

x
= lim

x→0

(
ln(1 + x)

x

)2

· lim
x→0

x = lim
x→0

x = 0.

�52. Ïðèâåä¼ì ïðåäåë ê âèäó lim
x→0

ln3 x
1
x

è òðèæäû (ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ

íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞) âîñïîëüçóåìñÿ 2-ì ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

ln3 x
1
x

[ë]
= lim

x→0

3 ln2 x · 1
x

− 1
x2

= −3 lim
x→0

ln2 x
1
x

[ë]
= −3 lim

x→0

2 lnx · 1
x

− 1
x2

=
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= 6 lim
x→0

lnx
1
x

[ë]
= 6 lim

x→0

1
x

− 1
x2

= −6 lim
x→0

x = 0.

�53. lim
x→0

arctg x

tg x

[ë]
= lim

x→0

1
1+x2

1
cos2 x

= lim
x→0

cos2 x

1 + x2
= 1.

�54. Ðàñêðîåì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

ex − 1

x

[ë]
= lim

x→0

ex

1
= 1.

�55. Ðàñêðîåì íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

lnx

x

[ë]
= lim

x→+∞

1
x

1
= 0.

�56. Âû÷èñëèì ïðåäåë, ñâåäÿ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞
∞ è èñïîëüçóÿ

ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+0

lnx

1/x

[ë]
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

�57. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèì ïðåäåëû:

à) lim
x→+∞

x3

ex
[ë]
= lim

x→+∞

3x2

ex
[ë]
= lim

x→+∞

6x

ex
[ë]
= lim

x→+∞

6

ex
= 0;

á) lim
x→0

sinx− x
x3

[ë]
= lim

x→0

cosx− 1

3x2

[ë]
= lim

x→0

− sinx

6x

[ë]
= lim

x→0

− cosx

6
= −1

6
.

�58. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: à) n ðàç, á)
îäèí ðàç:

à) lim
x→+∞

xn

ex
[ë]
= lim

x→+∞

nxn−1

ex
[ë]
= lim

x→+∞

n(n− 1)xn−2

ex
[ë]
= ...

[ë]
= lim

x→+∞

n!

ex
= 0;

á) lim
x→+∞

lnx

xn
[ë]
= lim

x→+∞

1

nxn
= 0.

�59. lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
= lim

x→0

x− sinx

x sinx

[ë]
= lim

x→0

1− cosx

sinx+ x cosx

[ë]
=

[ë]
= lim

x→0

sinx

cosx+ cosx− x sinx
= 0.

�60. Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî a = eln a, ïðå-

îáðàçóåì ôóíêöèþ: (sinx)x = eln((sinx)x) = ex ln(sinx) = e
ln(sin x)

1/x è çàòåì
âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

(sinx)x = lim
x→0

e
ln(sin x)

1/x = e
lim
x→0

ln(sin x)
1/x

[ë]
= e

lim
x→0

cos x
sin x
−1/(x2) .
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Ó÷òåì, ÷òî ïðè x → 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
sinx ∼ x, cosx ∼ 1, òîãäà ïîëó÷èì

e
lim
x→0

cos x
sin x
−1/(x2) = e

lim
x→0

(−x)
= e0 = 1.

�61. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ âèäà lim
x→a

f(x)g(x), ãäå ïðè x → a

f(x)→ 1 è g(x)→∞ (èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 1∞) èñïîëüçóåò-
ñÿ ñëåäóþùèé ïðè¼ì: ïðåäåë ñâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè 2-ãî çàìå÷àòåëüíîãî
ïðåäåëà ê ýêâèâàëåíòíîìó, íî áîëåå ïðîñòîìó ïðåäåëó âèäà

lim
x→a

f(x)g(x) = e
lim
x→a

(f(x)−1)g(x)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïðè¼ìîì (f(x) = 1 + x, g(x) = ln x):

lim
x→0

(1 + x)lnx = e
lim
x→0

x lnx
= e

lim
x→0

ln x
1
x

[ë]
= e

lim
x→0

1
x
− 1
x2 = e

− lim
x→0

x
= e0 = 1.

�62. à) Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
0. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + o(x3).

Äëÿ f(x) = ex íàéä¼ì f(0) = e0 = 1, f ′(0) = ex
∣∣
x=0

= 1, f ′′(0) =
ex
∣∣
x=0

= 1, f ′′′(0) = ex
∣∣
x=0

= 1, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + o(x3) = 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ o(x3).

á) Äëÿ f(x) = sinx íàéä¼ì f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cosx
∣∣
x=0

= 1,
f ′′(0) = − sinx

∣∣
x=0

= 0, f ′′′(0) = − cosx
∣∣
x=0

= −1, ïîýòîìó

sinx =
1

1!
x− 1

3!
x3 + o(x3) = x− x3

3!
+ o(x3).

�63. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) = sinx â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 =
π

3
èìååì:

sinx = f
(π

3

)
+f ′

(π
3

)(
x− π

3

)
+
f ′′
(
π
3

)
2!

(
x− π

3

)2

+
f ′′′
(
π
3

)
3!

(
x− π

3

)3

+
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+o

((
x− π

3

)3
)
. Òàê êàê f

(π
3

)
= sin

π

3
=

√
3

2
, f ′(x) = cos x

∣∣
x=

π
3

=
1

2
,

f ′′(x) = − sinx
∣∣
x=

π
3

= −
√

3

2
, f ′′′(x) = − cosx

∣∣
x=

π
3

= −1

2
, òî ïîëó÷àåì

ðàçëîæåíèå

sinx =

√
3

2
+

1

2

(
x− π

3

)
−
√

3

4

(
x− π

3

)2

− 1

12

(
x− π

3

)3

+o

((
x− π

3

)3
)
.

�64. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà (â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0),
íàéä¼ì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = e2x−x2 äî ÷ëåíà ñ x3 âêëþ÷èòåëüíî.
Òàê êàê x áëèçêî ê íóëþ, òî è 2x− x2 òàêæå áëèçêî ê íóëþ, à çíà÷èò,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé

ôóíêöèè et = 1 + t +
t2

2!
+
t3

3!
+ o(t3), ïîäñòàâèâ âìåñòî t âûðàæåíèå

2x− x2. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è çàïèñûâàÿ âñå ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå 3 êàê
o(x3), ïîëó÷èì:

e2x−x2 = 1 + (2x− x2) +
(2x− x2)2

2!
+

(2x− x2)3

3!
+ o((2x− x2)3) =

= 1+2x−x2+
1

2
(4x2−4x3+x4)++

1

6
((2x)3−3(2x)2x2+3(2x)(x2)2)+o(x3) =

= 1 + 2x+ x2 − 2

3
x3 + o(x3).

Çäåñü ïðè óïðîùåíèè èñïîëüçîâàëîñü, ÷òî o((2x− x2)3) = o(x3). Äîêàæåì ýòî:

lim
x→0

o((2x− x2)3)

x3
= lim

x→0

(
o((2x− x2)3)

(2x− x2)3
· (2x− x2)3

x3

)
= 0.

�64. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì et = 1 + t+ t2

2! + o(t2) ïðè t→ 0,
òîãäà èìååì:

ex = 1 + x+
x2

2!
+ o(x2), e−x = 1− x+

(−x)2

2!
+ o(x2).

Ïîäñòàâèì ïîä çíàê ïðåäåëà è ó÷òåì, ÷òî o(x2) + o(x2) = o(x2):

lim
x→0

ex + e−x − 2

x2
= lim

x→0

(1 + x+ x2

2! + o(x2)) + (1− x+ (−x)2

2! + o(x2))− 2

x2
=

= lim
x→0

x2 + o(x2)

x2
= lim

x→0

x2

x2
+ lim

x→0

o(x2)

x2
= 1 + 0 = 1.
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á) Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ðàçëîæåíèåì cos t = 1 − t2

2! + o(t2) ïðè
t→ 0.

�66. à) Ôóíêöèÿ f(x) = sin x íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x, y] è äèô-
ôåðåíöèðóåìà âíóòðè íåãî, ïîýòîìó, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ëàãðàíæà íà
[x, y], ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ (x, y): sinx−sin y = (x−y) cos ξ,
îòêóäà

| sinx− sin y| = |x− y|| cos ξ| ≤ |x− y|.
á) Ôóíêöèÿ f(x) = arctg x íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x, y] è äèôôåðåí-

öèðóåìà âíóòðè íåãî, ïîýòîìó, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ëàãðàíæà íà [x, y],
ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ (x, y): arctg x− arctg y = (x− y) 1

1+ξ2 ,
îòêóäà

| arctg x− arctg y| = |x− y|| 1
1+ξ2 | ≤ |x− y|.

�67. Ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðåìîé Ðîëëÿ íåò, òàê êàê íå âûïîëíåíî îäíî
èç òðåáîâàíèé ýòîé òåîðåìû: ôóíêöèÿ f(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïðè
x = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

f ′−(0) = lim
4x→−0

− 3
√

(4x)2

4x
= +∞ 6= f ′+(0) = lim

4x→+0

− 3
√

(4x)2

4x
= −∞.

�68. à) Ïóñòü íàì èçâåñòíà ïðîèçâîäíàÿ ñèíóñà, à ìû õîòèì íàé-
òè ïðîèçâîäíóþ àðêñèíóñà. Òîãäà îáîçíà÷èì y(x) = arcsinx (|x| < 1).
Íàéä¼ì îáðàòíóþ ôóíêöèþ x(y), âûðàçèâ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïåðåìåí-
íóþ x ÷åðåç ïåðåìåííóþ y (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê ðà-
âåíñòâó y = arcsinx ôóíêöèþ ñèíóñ è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

sin(arcsinx) = x). Ïîëó÷èì: x = sin y. Òîãäà
dx

dy
= cos y. Ïî òåîðåìå î

ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè,

d(arcsinx)

dx
=

1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1

cos(arcsinx)
.

Òàê êàê cos(arcsinx) =
√

1− x2, òî (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, |x| < 1.

á) Ïóñòü òåïåðü íàì èçâåñòíà ïðîèçâîäíàÿ òàíãåíñà, à ìû õîòèì
íàéòè ïðîèçâîäíóþ àðêòàíãåíñà. Îáîçíà÷èì y(x) = arctg x (x ∈ R).
Íàéä¼ì îáðàòíóþ ôóíêöèþ x(y): äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê
ðàâåíñòâó y = arctg x ôóíêöèþ òàíãåíñ è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

tg(arctg x) = x. Ïîëó÷èì: x = tg y. Òîãäà
dx

dy
=

1

cos2 y
. Ïî òåîðåìå î
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ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè,

d(arctg x)

dx
=

1

(tg y)′
= cos2 y = cos2(arctg x).

Òàê êàê cos(arctgα) =
1√

1 + α2
, òî (arctg x)′ =

1

1 + x2
, x ∈ R.
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6 ÑÅÌÈÍÀÐ: Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ïðè ïîìîùè
ïðîèçâîäíîé. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ: íà-
õîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè, òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò, îïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêîâ
çíàêîïîñòîÿíñòâà, èññëåäîâàíèå íà ÷¼òíîñòü/íå÷¼òíîñòü (íàëè÷èå îñåé
è öåíòðîâ ñèììåòðèè), ïåðèîäè÷íîñòü, íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü, ìîíîòîííîñòü, íàëè÷èå ëîêàëüíûõ è êðàåâûõ ýêñòðåìóìîâ,
àñèìïòîò, îïðåäåëåíèå ó÷àñòêîâ ðàçëè÷íîé âûïóêëîñòè è òî÷åê ïåðå-
ãèáà è ïðî÷.

Ïðàêòèêà: ðàçáîð ñõåìû èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé. Ðåøåíèå çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå ôóíêöèé â ïðÿìîóãîëüíîé è (íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ)
ïîëÿðíîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ.

Ëèòåðàòóðà:
[4]: Ãë. 8 (Ïðèëîæåíèå ïðîèçâîäíîé), �8.3 (Èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè

è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè), �8.4 (Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè, òî÷êè ïåðåãè-
áà), �8.5 (Àñèìïòîòû. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå èõ ãðàôè-
êîâ).

[5] Ãë. 4 (Ôóíêöèÿ), �7 (Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðàôè-
êîâ)

Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
å¼ èññëåäîâàíèå, ïðèäåðæèâàÿñü ñëåäóþùåé ñõåìû (ïîðÿäîê ïóíêòîâ
ìîæíî ìåíÿòü).
1) Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Df ôóíêöèè.
2) Íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé Ef ôóíêöèè. Óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíê-

öèÿ îãðàíè÷åííîé (ñíèçó, ñâåðõó, ñ äâóõ ñòîðîí). Íàéòè å¼ òî÷íûå ãðàíè
(à åñëè îíè äîñòèãàþòñÿ, òî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ).
3) Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò,

ò.å. âû÷èñëèòü f(0) è íóëè ôóíêöèè (òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, â êî-
òîðûõ f(x) = 0).
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4) Íàéòè ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè (ãäå ôóíêöèÿ ïðè-
íèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ãäå � îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ).
5) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x) ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé èëè

ôóíêöèåé îáùåãî âèäà (ò.å. íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé). Åñòü ëè ó íå¼
äðóãèå îñè è öåíòðû ñèììåòðèè.
6) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Åñëè äà, òî

íàéòè å¼ (ãëàâíûé � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé) ïåðèîä.
7) Íàéòè ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè äàííîé ôóíêöèè è òî÷êè ðàç-

ðûâà å¼ ãðàôèêà (åñëè îíè èìåþòñÿ). Â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà óêàçàòü
ëåâûé è ïðàâûé îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè è å¼ çíà÷åíèå â ñàìîé
òî÷êå ðàçðûâà (åñëè îíè îïðåäåëåíû). Íàéòè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû
ê ãðàôèêó f(x) (åñëè îíè èìåþòñÿ). Îõàðàêòåðèçîâàòü òî÷êè ðàçðûâà.
8) Óêàçàòü îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà, âû÷èñ-

ëèòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x). Îòìåòèòü òî÷êè, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò, íî åñòü îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Âû÷èñëèòü â êàæäîé
èç òàêèõ òî÷åê ïðàâóþ è ëåâóþ ïðîèçâîäíûå. Ýòî ïîìîæåò áîëåå òî÷íî
èçîáðàçèòü ãðàôèê f(x) â îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ òî÷åê.
9) Óêàçàòü (ïî çíàêó ïðîèçâîäíîé) èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíê-

öèè.
10) Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íàäî íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà (â êîòîðûõ

f ′(x) = 0 ëèáî f ′(x) íå ñóùåñòâóåò), è ïðîâåðèòü, èìååòñÿ ëè â íèõ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì,

èëè íåò. Åñëè ýêñòðåìóì åñòü, òî îõàðàêòåðèçîâàòü åãî (ñòðîãèé èëè íåò, ìàêñèìóì èëè

ìèíèìóì, êàêîâî çíà÷åíèå ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå). Âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èëè åãî îïðåäåëåíèåì.

11) Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè x → ±∞ (åñëè ýòî âîç-
ìîæíî), â îáùåì ñëó÷àå � â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Íàéòè íàêëîííûå àñ�èìïòîòû ê ãðàôèêó ôóíêöèè.

×òîáû íàéòè íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ +∞, ñëåäóåò çàïèñàòü å¼ óðàâíåíèå y =
kx+ b, à çàòåì íàéòè êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëàì:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− kx).

Àñèìïòîòà ñóùåñòâóåò, åñëè îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû. Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ

àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.

12) Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà âûïóêëîñòü.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′′(x), îòìåòèâ êðèòè÷å-

ñêèå òî÷êè 2-ãî ðîäà, â êîòîðûõ f ′′(x) ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò. Ïî çíàêó âòîðîé
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ïðîèçâîäíîé f ′′(x) îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà ââåðõ

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, âíèç.

13) Èññëåäîâàòü ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè íà íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãè-
áà. Òî÷êè ïåðåãèáà âîçìîæíû òàì, ãäå f ′′(x) = 0 èëè f ′′(x) íå ñóùå-
ñòâóåò (êðèòè÷åñêèå òî÷êè 2-ãî ðîäà). Â òî÷êå ïåðåãèáà ãðàôèê ôóíê-
öèè äîëæåí èìåòü êàñàòåëüíóþ. Âîñïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
åì òî÷êè ïåðåãèáà èëè å¼ îïðåäåëåíèåì.

Çàâåðøèòü èññëåäîâàíèå ïîñòðîåíèåì ýñêèçà ãðàôèêà ôóíêöèè.

Äàííàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ, â îñíîâíîì, ñîáëþäàåòñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ êðè-

âûõ, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè è íåÿâíî, à òàêæå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = sinx è ïîñòðîèòü å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(sinx) = (−∞,+∞), ò.å. îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñ¼ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2) Îáëàñòü çíà÷åíèé, îãðàíè÷åííîñòü, íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå)
çíà÷åíèÿ, òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè. Îáëàñòü çíà÷åíèé:E(sinx) = [−1, 1].
Îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî ñàìà ôóíê-
öèÿ îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó. Ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè ðàñïî-
ëàãàåòñÿ â ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè
y = −1 è y = 1. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü (sup sinx) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ
x = π

2 + 2πn è ðàâíà 1 (ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè).
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (inf sin x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = −π

2 + 2πn è
ðàâíà −1 (ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè).

3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíê-
öèè ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êàõ x = πn, n ∈ Z. Âòîðóþ êîîðäè-
íàòíóþ îñü Oy ãðàôèê ïåðåñåêàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå ñ îðäèíàòîé
y = sin 0 = 0.

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

sinx > 0 ⇔ x ∈ (2πn, π + 2πn),

sinx < 0 ⇔ x ∈ (π + 2πn, 2π + 2πn).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Ôóíêöèÿ y = sin x ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé
(sin(−x) = − sinx ïðè âñåõ x ∈ R). Ãðàôèê ôóíêöèè öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, ýòîò ãðà-
ôèê èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåíòðîâ ñèììåòðèè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
(πn, 0), n ∈ Z.
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6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè÷¼ì íàè-
ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè ðàâåí 2π.

7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx äèôôåðåíöèðóåìà íà
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì (sinx)′ = cosx.

9) Ìîíîòîííîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà îòäåëü-
íûõ ïðîìåæóòêàõ, à èìåííî: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò òàì, ãäå (sinx)′ =
cosx > 0, è óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ, ãäå (sinx)′ = cosx < 0. Ðåøàÿ
ýòè íåðàâåíñòâà, íàõîäèì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè:

âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëàõ (−π/2 + 2πn, π/2 + 2πn),

óáûâàåò íà èíòåðâàëàõ (π/2 + 2πn, 3π/2 + 2πn), n ∈ Z.

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàé-
ä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà: cosx = 0 ⇔ x = π

2 + πn. Ïðè
ýòîì â òî÷êàõ x = π/2 + 2πn ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, à â
òî÷êàõ x = −π/2 + 2πn, íàîáîðîò, ñ − íà +. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ y = sinx èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ðàâíûõ
åäèíèöå, â òî÷êàõ x = π/2 + 2πn, è áåñêîíå÷íî ìíîãî ëîêàëüíûõ ìèíè-
ìóìîâ, ðàâíûõ ìèíóñ åäèíèöå, â òî÷êàõ x = −π/2 + 2πn, n ∈ Z.

11) Àñèìïòîò ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò (âåðòèêàëüíûõ è íàêëîí-
íûõ � èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, à ãîðèçîíòàëüíûõ � ïîñêîëüêó
íå ñóùåñòâóåò lim

x→±∞
sinx).

12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè. Íàéä¼ì
(sinx)′′ = − sinx. Ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ òàì, ãäå å¼ âòîðàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, è âûïóêëà âíèç, ãäå å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî-
ëîæèòåëüíà. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâà, íàõîäèì: ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç íà
èíòåðâàëàõ (−π + 2πn, 2πn) è âûïóêëà ââåðõ ïðè x ∈ (2πn, π + 2πn),
n ∈ Z.

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òî÷êè ïåðåãèáà ñ êîîðäèíàòàìè (πn, 0), n ∈
Z (â ýòèõ òî÷êàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ýòè òî÷êè ìåíÿåò ñâîé çíàê).

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ãðàôèê, íàçûâàåìûé ñèíóñîèäîé (ñì. íèæå).
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx

ÇÀÄÀ×È Ê ÑÅÌÈÍÀÐÓ 6.

Êàê âûïîëíÿòü äîìàøíåå çàäàíèå. Âû ÷èòàåòå óñëîâèå çà-
äà÷è è ïðîáóåòå å¼ ðåøèòü. Åñëè âû èñïûòûâàåòå ñëîæíîñòè, òî
òîãäà âû ìîæåòå çàãëÿíóòü â ðåøåíèå è ðàçîáðàòü åãî. Íèêîãäà íå
ïûòàéòåñü ñðàçó ñìîòðåòü â ðåøåíèå, åñëè õîòèòå ïîëó÷èòü ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò! Åñëè îñòàëèñü âîïðîñû, ñïðîñèòå ó âàøåãî
ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü êîí-
ñïåêò ëåêöèè ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçäåëó.

6.1 Çàäà÷è íà ñâîéñòâà ôóíêöèé

�1. à) Íàéäèòå èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

y =
1

4
x4 +

1

3
x3 − x2.

á) Äëÿ òîé æå ôóíêöèè ïðîâåäèòå å¼ ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîé-
òå ýñêèç ãðàôèêà.

�2. Íàéäèòå èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

y =
x

lnx
.
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�3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0, π4 ] ôóíêöèè

f(x) = 2 sin 2x+ 3 cos 2x.

�4. Íàéäèòå èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç, à òàêæå òî÷êè
ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè

y =
1

6
x3(x2 − 5), x ∈ R.

�5. Íàéäèòå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y =
2 + xex

3 + ex
.

6.2 Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé

�6. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y =
2x

1 + x2
.

�7. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y = e
1
x .

�8. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y = 12x− x3.

�9. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y =
x

x2 − 4
.

�10. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y = (1− x)ex.

�11. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y = 2x+
1

x2
.

�12. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê:

y = x+ arctg x.
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�13. Ïîñòðîéòå ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè, íå âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûõ:

y = 3
x+2
x−1 .

�14. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòðîéòå êðèâûå:

à) r = 1, á) r = ϕ (ñïèðàëü Àðõèìåäà).

�15. Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå êðèâîé èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê
ïîëÿðíûì è èçîáðàçèòå êðèâóþ:

x2 + y2 = x.

Óêàçàíèå: ïîëîæèòü x = r cosϕ, y = r sinϕ. ×òîáû èçîáðàçèòü êðèâóþ, âûäå-

ëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè

(x− 1
2)2 + y2 = (1

2)2.

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

I. Çàäà÷è íà ñâîéñòâà ôóíêöèé.

�1. Ïðèâåä¼ì ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ïî èçâåñòíîé ñõåìå.
1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,+∞), ò.å. ôóíêöèÿ îïðåäåëå-

íà íà âñ¼ì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé E(y): îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ ïîçæå.
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Íàéä¼ì òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Ox (íóëè ôóíêöèè): 1
4x

4 + 1
3x

3−
x2 = 0, ò.å. x = 0 èëè 1

4x
2 + 1

3x − 1 = 0. Ðåøàÿ âòîðîå óðàâíåíèå,

íàõîäèì åù¼ äâå òî÷êè: x = −2±2
√

10
3 . Âòîðóþ êîîðäèíàòíóþ îñü Oy

ãðàôèê ïåðåñåêàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå ñ îðäèíàòîé y(0) = 0.
4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íàõîäèì, ðåøèâ ìåòî-

äîì èíòåðâàëîâ íåðàâåíñòâà:

y > 0 ⇔ x ∈

(
−∞, −2− 2

√
10

3

)⋃(
−2 + 2

√
10

3
,+∞

)
.

y < 0 ⇔ x ∈

(
−2− 2

√
10

3
, 0

)⋃(
0,
−2 + 2

√
10

3

)
.

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè íå÷¼òíîé, íè
íå÷¼òíîé.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì

y′ = x3 + x2 − 2x = x(x+ 2)(x− 1).

9) Ìîíîòîííîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà îòäåëüíûõ ïðî-
ìåæóòêàõ, à èìåííî: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò òàì, ãäå y′ > 0, è óáûâàåò íà
ïðîìåæóòêàõ, ãäå y′ < 0. Ðåøàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, íàõîäèì ïðîìåæóòêè
ìîíîòîííîñòè:

y(x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëàõ (−2, 0)
⋃

(1,+∞),

y(x) óáûâàåò íà èíòåðâàëàõ (−∞,−2)
⋃

(0, 1).
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10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàé-
ä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà: x(x+ 2)(x− 1) = 0 ⇔ x = −2; 0; 1.
Ïðè ýòîì â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, à â òî÷êàõ
x = −2 è x = 1, íàîáîðîò, ñ − íà +. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé f(0) = 0, â òî÷êå x = 0, è ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû â òî÷êàõ x = −2 è x = 1, ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, −8

3 è −
5
12 .

11) Àñèìïòîòû. Ïîèùåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ +∞ â âèäå

y = kx+ b. Çäåñü k = lim
x→+∞

f(x)
x = lim

x→+∞

1
4x

4+ 1
3x

3−x2
x = lim

x→+∞
(1

4x
3 + 1

3x
2 −

x) = +∞. Òàê êàê ïðåäåë îêàçàëñÿ ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (à íå êîíå÷íî-
ìó ÷èñëó), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àñèìïòîòà íå ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî
íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.

12) Âûïóêëîñòü. Íàéä¼ì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ: y′′ = 3x2 + 2x − 2 è
âûÿñíèì, ãäå îíà áîëüøå íóëÿ (òàì ôóíêöèÿ áóäåò âûïóêëà âíèç):

y′′ = 3x2 + 2x− 2 = 3

(
x− −1 +

√
7

3

)(
x− −1−

√
7

3

)
> 0

ò.å. íà ïðîìåæóòêàõ x ∈ (−∞, −1−
√

7
3 )

⋃
(−1+

√
7

3 ,+∞). Ñîîòâåòñòâåííî,
ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ òàì, ãäå å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà,
ò.å. ïðè x ∈ (−1−

√
7

3 , −1+
√

7
3 ).

13) Òî÷êè ïåðåãèáà. Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òî÷êè ïåðåãèáà ñ êî-
îðäèíàòàìè (−1−

√
7

3 , f(−1−
√

7
3 )), (−1+

√
7

3 , f(−1+
√

7
3 )) (â ýòèõ òî÷êàõ âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòè òî÷êè ìåíÿåò
ñâîé çíàê).

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�2. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè x > 0. ×òîáû íàéòè èíòåðâàëû ìîíî-
òîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè, âû÷èñëèì å¼ ïðîèçâîäíóþ:

y =
x

lnx
⇒ y′ =

lnx− 1

ln2 x
.

Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, åñëè y′ > 0 ⇔ lnx > 1, ò.å. ïðè x > e. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ôóíêöèÿ óáûâàåò, åñëè y′ < 0⇔ lnx < 1, ò.å. ïðè 0 < x < e. Â
òî÷êå x = e çíàê ïðîèçâîäíîé ìåíÿåòñÿ ñ − íà +, ñëåäîâàòåëüíî, x = e
� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à ñàì ìèíèìóì ðàâåí y(e) = e.

�3. Íàéä¼ì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0, π4 ] ôóíêöèè f(x) =
2 sin 2x+ 3 cos 2x. Ðåøèì çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé, ìåòî-
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äîì ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ:

f(x) = 2 sin 2x+ 3 cos 2x =
√

13

(
2√
13

sin 2x+
3√
13

cos 2x

)
=

=
√

13 (cosϕ sin 2x+ sinϕ cos 2x) =
√

13 sin(2x+ ϕ) ≤
√

13,

ãäå ϕ = arccos 2√
13
. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâ-

íî
√

13.
Äîêàæåì áîëåå ñòîðîãî, ÷òî ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà óêàçàííîì îòðåçêå. Â ýòîì

ñëó÷àå sin(2x+ϕ) = 1. Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå: 2x+ϕ = π
2 +2πn, ò.å. 2x = π

2−arccos 2√
13

+2πn.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî π
2−arccos 2√

13
= arcsin 2√

13
, ïîëó÷èì x = 1

2 arcsin 2√
13

+πn. Ïðè n = 0 èìååì

x = 1
2 arcsin 2√

13
. Ïîêàæåì, ÷òî 0 ≤ 1

2 arcsin 2√
13
≤ π

4 . Óìíîæèì íà 2: 0 ≤ arcsin 2√
13
≤

π
2 , íî ýòî âåðíî, òàê êàê àðêñèíóñ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà âñåãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç

ïîëóèíòåðâàëà (0, π2 ].

Èòàê, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî
√

13 è äîñòèãàåòñÿ ïðè
x = 1

2 arcsin 2√
13
.

�4. Íàéä¼ì èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç, à òàêæå òî÷êè ïå-
ðåãèáà ôóíêöèè

y =
1

6
x3(x2 − 5).

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïåðâóþ, à çàòåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:
y′ = 1

6(x5 − 5x3)′ = 1
6(5x4 − 15x2), òîãäà y′′ = 5

3(2x3 − 3x) =
5
3x(2x2 − 3). Òîãäà ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, åñëè y′′ < 0, ò.å. ïðè

x ∈ (−∞,−
√

3
2)
⋃

(0,
√

3
2), è âûïóêëà âíèç, åñëè y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈

(−
√

3
2 , 0)

⋃
(
√

3
2 ,+∞). Òî÷êè ïåðåãèáà:M1(−

√
3
2 , y(−

√
3
2)),M2(0, y(0)),

M3(
√

3
2 , y(

√
3
2)).

�5. Íàéä¼ì àñ�èìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y =
2 + xex

3 + ex
. Òàê êàê çíà-

ìåíàòåëü ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x è âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò. Íàéä¼ì íà-
êëîííûå àñèìïòîòû.

Ïóñòü x → +∞, òîãäà èùåì óðàâíåíèå àñèìïòîòû â âè-

äå y = k1x + b1, ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

2
x + ex

3 + ex
=

lim
x→+∞

ex( 2
xex + 1)

ex( 3
ex + 1)

= lim
x→+∞

2
xex + 1
3
ex + 1

= 1. Òîãäà b1 = lim
x→+∞

(f(x) − k1x) =
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lim
x→+∞

(
2 + xex

3 + ex
− x
)

= lim
x→+∞

2− 3x

3 + ex
= 0, òàê êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ ðàñò¼ò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ñòåïåíí�îé ôóíêöèè. Èòàê, ìû
íàøëè íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = x.

Ïóñòü x→ −∞, òîãäà èùåì óðàâíåíèå àñèìïòîòû â âèäå y = k2x+

b2, ãäå k2 = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

2
x + ex

3 + ex
= 0, à b2 = lim

x→−∞
(f(x) − k2x) =

lim
x→−∞

(
2 + xex

3 + ex

)
=

2

3
. Íàøëè ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó y ≡ 2

3
.

� 6. Èññëåäóåì ôóíêöèþ y =
2x

1 + x2
è ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: ïîçæå.
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. ×òîáû íàéòè

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox, ðåøèì óðàâíåíèå y = 0 è ïîëó-
÷èì òî÷êó x = 0. ×òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy, ïîëîæèì
x = 0 è ïîëó÷èì y = 0, ò.å. ãðàôèê ïåðåñåêàåò îáå êîîðäèíàòíûå îñè â
òî÷êå (0, 0).

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

y > 0 ïðè x > 0, y < 0 ïðè x < 0.

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x

y(−x) =
2(−x)

1 + (−x)2
= − 2x

1 + x2
= −y(x), òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼ò-

íîé. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì y′ =
2(1− x)(1 + x)

(1 + x2)2
.

9) Ìîíîòîííîñòü. Âûÿñíèì, ãäå ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, äëÿ ýòîãî ðå-
øèì íåðàâåíñòâî y′ > 0:

2(1− x)(1 + x)

(1 + x2)2
> 0 ⇔ −1 < y < 1;
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Íàéä¼ì, ãäå ôóíêöèÿ óáûâàåò (y′ < 0):

2(1− x)(1 + x)

(1 + x2)2
< 0 ⇔ y ∈ (−∞,−1)

⋃
(1,+∞).

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàé-
ä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà (òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà):
2(1− x)(1 + x)

(1 + x2)2
= 0 ⇔ x = −1, 1. Ïðè ýòîì â òî÷êàõ x = 1 ïðî-

èçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, à â òî÷êå x = −1, íàîáîðîò, ñ − íà +.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé åäè-
íèöå, â òî÷êå x = 1, è ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå, â
òî÷êå x = −1.

11) Íàéä¼ì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Âåðòèêàëüíûõ àñèìï-
òîò íåò. Áóäåì èñêàòü íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → +∞ â âè-

äå y = k1x + b1, ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

2

1 + x2
= 0, òîãäà

b1 = lim
x→+∞

(f(x) − k1x) = lim
x→+∞

(
2x

1 + x2
− 0

)
= 0. Òî åñòü èìååòñÿ

ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà y ≡ 0. Òàêàÿ æå àñèìïòîòà èìååòñÿ è ïðè
x→ −∞.

12) Âûïóêëîñòü. Íàéä¼ì y′′ =
4x(x2 + 1)(x2 − 3)

(1 + x2)4
. Ôóíêöèÿ âûïóê-

ëà ââåðõ òàì, ãäå y′′ < 0, ò.å. ïðè x ∈ (−∞,−
√

3)
⋃

(0,
√

3). Ôóíêöèÿ
âûïóêëà âíèç, ãäå y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈ (−

√
3, 0)

⋃
(
√

3,+∞).
13) Òî÷êè ïåðåãèáà. Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òî÷êè ïåðåãèáà

(−
√

3,−
√

3
2 ), (0, 0), (

√
3,
√

3
2 ) (â ýòèõ òî÷êàõ ãðàôèê ìåíÿåò ñâî¼ íàïðàâ-

ëåíèå âûïóêëîñòè).
14) Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = [−1, 1]. Íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = 1 è ðàâíî 1. Â ñèëó íå÷¼òíîñòè
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = −1 è ðàâíî
(−1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Å¼
òî÷íûå ãðàíè ñîâïàäàþò ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà÷åíèÿìè.

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�7. Èññëåäóåì ôóíêöèþ y = e
1
x è ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞, 0)
⋃

(0,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: ïîçæå.
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3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíê-
öèè íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ àáñöèññ, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå y = 0 íå èìååò
ðåøåíèé. Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, ïîýòîìó å¼ ãðàôèê íå
ïåðåñåêàåòñÿ è ñ îñüþ îðäèíàò.

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x íå âû-
ïîëíÿåòñÿ íè òîæäåñòâî y(−x) = −y(x), íè òîæäåñòâî y(−x) = y(x),
òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè íå÷¼òíîé, íè ÷¼òíîé.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïðè x ∈

(−∞, 0)
⋃

(0,+∞); x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà ñâîåé îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì y′ = −e
1
x

x2
.

9) Ìîíîòîííîñòü. Ïîñêîëüêó y′ = −e
1
x

x2
< 0 íà ïðîìåæóòêàõ

(−∞, 0) è (0,+∞), òî ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ.
10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ íèãäå íå îáðàùà-

åòñÿ â íóëü, òî ó ôóíêöèè íåò òî÷åê âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà, à çíà÷èò,
íåò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

11) Íàéä¼ì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïðè x→ 0 ñ ïðàâîé ñòî-
ðîíû çíà÷åíèå ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê +∞. (Ïðè x→ 0 ñ ëåâîé ñòîðîíû
çíà÷åíèå ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê 0.) Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = 0 � âåðòèêàëü-
íàÿ àñ�èìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè.

Áóäåì èñêàòü òåïåðü íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → +∞ â âèäå

y = k1x+b1, ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

e
1
x

x
= 0, òîãäà b1 = lim

x→+∞
(f(x)−

k1x) = lim
x→+∞

(
e

1
x − 0

)
= 1. Òî åñòü èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà

y ≡ 1. Òàêàÿ æå àñèìïòîòà èìååòñÿ è ïðè x→ −∞.

12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Íàéä¼ì y′′ =
e

1
x (1 + 2x)

x4
. Ôóíê-

öèÿ âûïóêëà ââåðõ òàì, ãäå y′′ < 0, ò.å. ïðè x ∈ (−∞,−1
2). Ôóíêöèÿ

âûïóêëà âíèç, ãäå y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈ (−1
2 , 0)

⋃
(0,+∞).

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåãèáà (−1
2 ,

1
e2 ).

13) Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = (0, 1)
⋃

(1,+∞). Ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åíà ñíèçó, íî íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íå
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ñóùåñòâóåò, à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè ðàâíà 0.

Îïèðàÿñü íà âûÿâëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê (ñäå-
ëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�8. Èññëåäóåì äàííûé ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè y = 12x−x3 = −x(x−
2
√

3)(x+2
√

3) è ïîñòðîèì åãî ãðàôèê, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêîé
ïàðàáîëîé.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = (−∞,+∞).
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. ×òîáû íàéòè

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox (íóëè ôóíêöèè), ðåøèì óðàâíå-
íèå y = 0 è ïîëó÷èì òî÷êè x = 0, x = ±2

√
3. ×òîáû íàéòè åäèíñòâåí-

íóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy, ïîëîæèì x = 0 è ïîëó÷èì y = 0.
4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

y > 0 ïðè x ∈ (−∞,−2
√

3)
⋃

(0, 2
√

3),

y < 0 ïðè x ∈ (−2
√

3, 0)
⋃

(2
√

3,+∞).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x
y(−x) = 12(−x)− (−x)3 = −(12x− x3) = −y(x), òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íå÷¼òíîé. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì y′ = (12x − x3)′ = 12 − 3x2 = −3(x2 − 4) =
−3(x− 2)(x+ 2).

9) Ìîíîòîííîñòü. Âûÿñíèì, ãäå ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, äëÿ ýòîãî ðå-
øèì íåðàâåíñòâî y′ > 0:

−3(x− 2)(x+ 2) > 0 ⇔ −2 < x < 2;

Íàéä¼ì, ãäå ôóíêöèÿ óáûâàåò (y′ < 0):

−3(x− 2)(x+ 2) < 0 ⇔ x ∈ (−∞,−2)
⋃

(2,+∞).

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàé-
ä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà (òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà):
−3(x − 2)(x + 2) = 0 ⇔ x = −2, 2. Ïðè ýòîì â òî÷êå x = 2 ïðî-
èçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, à â òî÷êå x = −2, íàîáîðîò, ñ − íà +.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé 16, â
òî÷êå x = 2, è ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé (−16), â òî÷êå x = −2.

11) Íàéä¼ì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Âåðòèêàëüíûõ àñèìï-
òîò íåò. Áóäåì èñêàòü íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → +∞ â âèäå

y = k1x + b1, ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
(12 − x2) = −∞. Òàê êàê

êîýôôèöèåíò ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàêëîííîé àñèìïòîòû ïðè x → +∞ íåò. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íåò íàêëîííîé àñèìïòîòû è ïðè x→ −∞.

12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Íàéä¼ì y′′ = −6x. Ôóíêöèÿ âû-
ïóêëà ââåðõ òàì, ãäå y′′ < 0, ò.å. ïðè x ∈ (0,+∞). Ôóíêöèÿ âûïóêëà
âíèç, ãäå y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈ (−∞, 0).

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåãèáà (0, 0) (â ýòîé
òî÷êå âûïóêëîñòü âíèç ñìåíÿåòñÿ âûïóêëîñòüþ ââåðõ).

14) Îãðàíè÷åííîñòü, íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèÿ. Òî÷íûå
ãðàíè. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íè ñíèçó, íè ñâåðõó, òî ó íå¼ íå
ñóùåñòâóþò íè íàèáîëüøåå, íè íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ. Êîíå÷íûõ òî÷-
íûõ ãðàíåé íåò.

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�9. Èññëåäóåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ y =
x

x2 − 4
è ïîñòðîèì å¼

ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,−2)
⋃

(−2, 2)
⋃

(2,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: ïîçæå.
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. ×òîáû íàéòè

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox (íóëè ôóíêöèè), ðåøèì óðàâíå-
íèå y = 0 è ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ òî÷êó x = 0. ×òîáû íàéòè òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþOy, ïîëîæèì x = 0 è ïîëó÷èì y = 0. Òî åñòü ãðàôèê
ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îáå êîîðäèíàòíûå îñè â íà÷àëå êîîðäèíàò.

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

y > 0 ïðè x ∈ (−2, 0)
⋃

(2,+∞),

y < 0 ïðè x ∈ (−∞,−2)
⋃

(0, 2).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x

y(−x) =
(−x)

(−x)2 − 4
= − x

x2 − 4
= −y(x), òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼ò-
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íîé. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè èìååò öåíòð ñèììåòðèè â òî÷êå íà÷àëà
êîîðäèíàò.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü, òî÷êè ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞,−2), (−2, 2), (2,+∞). Òî÷êè x = ±2
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ãðàôèêà ôóíêöèè.

8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì y′ = − x2 + 4

(x2 − 4)2
.

9)Ìîíîòîííîñòü. Òàê êàê ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x ïðîèçâîäíàÿ ïðè-
íèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

− x2 + 4

(x2 − 4)2
< 0,

òî ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞,−2), (−2, 2),
(2,+∞).

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ íèãäå íå îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, òî ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

11) Íàéä¼ì âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïîñêîëü-

êó lim
x→2+0

x

x2 − 4
= +∞, lim

x→−2−0

x

x2 − 4
= −∞, òî ïðÿìûå x = ±2 ÿâëÿ-

þòñÿ âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè ãðàôèêà ôóíêöèè.
Òåïåðü ïîèùåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → +∞ â âèäå y =

k1x+b1, ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

1

x2 − 4
= 0. Òîãäà b1 = lim

x→+∞
(f(x)−

k1x) = lim
x→+∞

(
1

x2 − 4
− 0

)
= 0. Òî åñòü èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìï-

òîòà y ≡ 0. Òàêàÿ æå àñèìïòîòà èìååòñÿ è ïðè x→ −∞.
12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

Íàéä¼ì y′′ =
2x(x− 2)(x+ 2)(x2 + 12)

(x2 − 4)4
. Ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ

òàì, ãäå y′′ < 0, ò.å. ïðè x ∈ (−∞,−2)
⋃

(0, 2). Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç,
ãäå y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈ (−2, 0)

⋃
(2,+∞).

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåãèáà (0, 0) (â ýòîé
òî÷êå âûïóêëîñòü âíèç ñìåíÿåòñÿ âûïóêëîñòüþ ââåðõ).

13) Îãðàíè÷åííîñòü, íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèÿ. Òî÷íûå
ãðàíè. Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = R. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íè
ñíèçó, íè ñâåðõó, òî ó íå¼ íå ñóùåñòâóþò íè íàèáîëüøåå, íè íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ. Êîíå÷íûõ òî÷íûõ ãðàíåé òàêæå íåò.
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Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�10. Èññëåäóåì ôóíêöèþ y = (1− x)ex è ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: ïîçæå.
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíê-

öèè ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ àáñöèññ â òî÷êå (1, 0), à ñ îñüþ îðäèíàò � â
òî÷êå (0, 1).

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x < 1 è îòðèöàòåëüíûå � ïðè x > 1.

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x íå
âûïîëíÿåòñÿ íè òîæäåñòâî y(−x) = −y(x), íè òîæäåñòâî y(−x) = y(x),
òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè íå÷¼òíîé, íè ÷¼òíîé.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âñþäó íåïðåðûâíîé. Òî÷åê

ðàçðûâà íåò.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè-

÷¼ì y′ = −xex.
9) Ìîíîòîííîñòü. Ïîñêîëüêó y′ = −xex > 0 ïðè (−∞, 0), òî ôóíê-

öèÿ âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå. Ïîñêîëüêó y′ = −xex < 0 ïðè
(0,+∞), òî ôóíêöèÿ óáûâàåò íà ýòîì èíòåðâàëå.

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðîèçâîäíàÿ y′ = −xex = 0 â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå x = 0, ïðè÷¼ì ìåíÿåò â ýòîé òî÷êå çíàê ñ ïëþñà íà
ìèíóñ. Ïîýòîìó x = 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, à ñàì ìàêñèìóì
ðàâåí e.

11) Íàéä¼ì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Âåðòèêàëüíûõ àñ�èìïòîò
ó ãðàôèêà ôóíêöèè íåò.

Íàéä¼ì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → +∞ â âèäå y = k1x + b1,

ãäå k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(1− x)ex

x
= lim

x→+∞
(
1

x
− ex) = −∞, òî åñòü

íàêëîííîé àñèìïòîòû íåò.
Íàéä¼ì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → −∞ â âèäå y = k2x + b2,

ãäå k2 = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(1− x)ex

x
= lim

x→−∞
(
1

x
− ex) = 0. Òîãäà b2 =

lim
x→−∞

(f(x)−k2x) = lim
x→−∞

(1−x)ex = 0. Òî åñòü èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ

àñèìïòîòà y ≡ 0.
12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Íàéä¼ì y′′ = −ex(1 + x). Ôóíê-
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öèÿ âûïóêëà ââåðõ òàì, ãäå y′′ < 0, ò.å. ïðè x ∈ (−1,+∞). Ôóíêöèÿ
âûïóêëà âíèç, ãäå y′′ > 0, ò.å. ïðè x ∈ (−∞,−1).

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåãèáà (−1, 2
e).

13) Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) = (−∞, e]. Ôóíêöèÿ íå îãðà-
íè÷åíà ñíèçó, íî îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íå ñóùåñòâó-
åò, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå (ñîâïàäàåò ñ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ) ðàâíî e
è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

14) Ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
lim

x→+∞
(1− x)ex = −∞.

Îïèðàÿñü íà âûÿâëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê (ñäå-
ëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�11. Èññëåäóåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ y = 2x +
1

x2
=

2x3 + 1

x2
è

ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞, 0)
⋃

(0,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = (−∞,+∞).
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. ×òîáû íàéòè

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox (íóëè ôóíêöèè), ðåøèì óðàâíå-
íèå y = 0 è ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ òî÷êó x = − 1

3
√

2
. Ñ îñüþ Oy ãðàôèê

ôóíêöèè íå ïåðåñåêàåòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 0.
4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

y > 0 ïðè x ∈ (− 1
3
√

2
,+∞),

y < 0 ïðè x ∈ (−∞,− 1
3
√

2
).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x íå
âûïîëíÿåòñÿ íè òîæäåñòâî y(−x) = −y(x), íè òîæäåñòâî y(−x) = y(x),
òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè íå÷¼òíîé, íè ÷¼òíîé.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü, òî÷êè ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, 0) è (0,+∞). Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà ãðàôèêà ôóíêöèè.

8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì y′ = 2− 2

x3
=

2(x3 − 1)

x3
.
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9) Ìîíîòîííîñòü. Âûÿñíèì, ãäå ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, äëÿ ýòîãî ðå-
øèì íåðàâåíñòâî y′ > 0:

2(x3 − 1)

x3
> 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0)

⋃
(1,+∞);

Íàéä¼ì, ãäå ôóíêöèÿ óáûâàåò (y′ < 0):

2(x3 − 1)

x3
< 0 ⇔ x ∈ (0, 1).

10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðîèçâîäíàÿ y′ =
2(x3 − 1)

x3
= 0 â åäèí-

ñòâåííîé òî÷êå x = 1, ïðè÷¼ì ìåíÿåò â ýòîé òî÷êå çíàê ñ ìèíóñà íà
ïëþñ. Ïîýòîìó x = 1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à ñàì ìèíèìóì
ðàâåí 3.

11) Íàéä¼ì âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïîñêîëü-

êó lim
x→+0

(
2x+

1

x2

)
= +∞, lim

x→−0

(
2x+

1

x2

)
= +∞, òî ïðÿìàÿ x = 0

ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè.
Íàéä¼ì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ +∞ â âèäå y = k1x+ b1, ãäå

k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(
2 +

1

x3

)
= 2. Òîãäà b1 = lim

x→+∞
(f(x)− k1x) =

lim
x→+∞

(
2x+

1

x2
− 2x

)
= 0. Òî åñòü èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà

y = 2x.
Íàéä¼ì òåïåðü íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ −∞ â âèäå y = k2x+

b2, ãäå k2 = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(
2 +

1

x3

)
= 2. Òîãäà b2 = lim

x→−∞
(f(x)−

k1x) = lim
x→−∞

(
2x+

1

x2
− 2x

)
= 0. Òî åñòü èìååòñÿ îáùàÿ íàêëîííàÿ

àñèìïòîòà y = 2x ïðè x→ ±∞.

12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Íàéä¼ì y′′ =
6

x4
> 0, ïîýòîìó

ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞, 0) è (0,+∞).
Òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íèãäå íå ðàâíà íóëþ, òî ãðàôèê ôóíêöèè
íå èìååò òî÷åê ïåðåãèáà.

13) Îãðàíè÷åííîñòü, íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèÿ. Òî÷íûå
ãðàíè. Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = R. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íè
ñíèçó, íè ñâåðõó, òî ó íå¼ íå ñóùåñòâóþò íè íàèáîëüøåå, íè íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ. Êîíå÷íûõ òî÷íûõ ãðàíåé òàêæå íåò.
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Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�12. Èññëåäóåì ôóíêöèþ y = x+ arctg x è ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) = (−∞,+∞).
2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = (−∞,+∞).
3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. ×òîáû íàéòè

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox (íóëè ôóíêöèè), ðåøèì óðàâ-
íåíèå y = 0 è ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ òî÷êó x = 0. Â ýòîé æå òî÷êå
ãðàôèê ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ Oy.

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

y > 0 ïðè x ∈ (0,+∞),

y < 0 ïðè x ∈ (−∞, 0).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Òàê êàê ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x

y(−x) = −y(x), òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé (èíà÷å: ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íå÷¼òíîé êàê ñóììà äâóõ íå÷¼òíûõ ôóíêöèé). Ñëåäîâàòåëüíî, â
íà÷àëå êîîðäèíàò èìååòñÿ öåíòð ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
7) Íåïðåðûâíîñòü, òî÷êè ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ âñþäó íåïðåðûâíà, òî-

÷åê ðàçðûâà íåò.
8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà, ïðîèç-

âîäíàÿ ðàâíà y′ = 1 +
1

1 + x2
=

2 + x2

1 + x2
.

9) Ìîíîòîííîñòü. Ïîñêîëüêó y′ =
2 + x2

1 + x2
> 0 ïðè âñåõ x ∈ R, òî

ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ íèãäå íå îáðàùà-

åòñÿ â íóëü, òî ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
11) Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò.
Íàéä¼ì íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ +∞ â âèäå y = k1x+ b1, ãäå

k1 = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
(1+

arctg x

x
) = 1. Òîãäà b1 = lim

x→+∞
(f(x)−k1x) =

lim
x→+∞

(x+ arctg x− x) =
π

2
. Òî åñòü èìååòñÿ íàêëîííàÿ àñèìïòîòà y =

x+
π

2
.

Íàéä¼ì òåïåðü íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x → −∞ â âèäå y =

k2x + b2, ãäå k2 = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(
1 +

arctg x

x

)
= 1. Òîãäà
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b2 = lim
x→−∞

(f(x) − k1x) = lim
x→−∞

(x+ arctg x− x) = −π
2
. Òî åñòü èìå-

åòñÿ íàêëîííàÿ àñèìïòîòà y = x− π

2
.

12) Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Íàéä¼ì y′′ =
−2x

(1 + x2)2
, ïîýòîìó

ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç ïðè x ∈ (−∞, 0) è âûïóêëà ââåðõ ïðè x ∈
(0,+∞). Òî÷êà (0, 0) � òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.

13) Îãðàíè÷åííîñòü, íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèÿ. Òî÷íûå
ãðàíè. Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y) = R. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íè
ñíèçó, íè ñâåðõó, òî ó íå¼ íå ñóùåñòâóþò íè íàèáîëüøåå, íè íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ. Êîíå÷íûõ òî÷íûõ ãðàíåé òàêæå íåò.

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ñòðîèì å¼ ãðàôèê
(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

�13. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = 3
x+2
x−1 .

Ðåøèì çàäà÷ó ¾óñêîðåííûì ñïîñîáîì¿, èñïîëüçóÿ òîëüêî âîçìîæ-
íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ýòîé ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ íå
îïðåäåëåíà òîëüêî â òî÷êå x = 1 (òî÷êà ðàçðûâà ãðàôèêà ôóíêöèè).
Âû÷èñëèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

lim
x→1−0

3
x+2
x−1 = 0, lim

x→1+0
3
x+2
x−1 = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ x = 1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðà-
ôèêà.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðåäåëû ôóíêöèè ïðè x→ ±∞:

lim
x→±∞

3
x+2
x−1 = 3.

Çíà÷èò, ãðàôèê èìååò îáùóþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó.

Óæå ìîæíî ïîñòðîèòü ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè.
�14. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòðîéòå êðèâûå:

à) r = 1, á) r = ϕ (ñïèðàëü Àðõèìåäà).

à) Äàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîëþñå) è ðàäèóñîì, ðàâ-
íûì 1.

á) Ïîñòðîéòå äàííóþ íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
ïðîáíûõ òî÷åê ϕ = 0; π4 ; π2 ; 3π

4 ; π; 5π
4 ; 3π

2 ; ... Ñîåäèíÿÿ íåïðåðûâíîé ëèíè-
åé ïîëó÷åííûå òî÷êè, âû óâèäèòå ñïèðàëü, ðàñêðó÷èâàþùóþñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
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7 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåë¼ííûé
èíòåãðàë. Îñíîâíûå ïðè¼ìû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

I. Ïîíÿòèå ïåðâî�îáðàçíîé è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà è èõ
ñâîéñòâà. Òàáëèöà íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.

II. Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ: ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì
èíòåãðàëàì, çàìåíà ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèå ¾ïî ÷àñòÿì¿.

Ïðàêòèêà: èçó÷åíèå îñíîâíûõ ïðè¼ìîâ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.
[4] Ðàçäåë 4 (Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ), Ãë. 10 (Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë), �10.1 (Íåïîñðåäñòâåííîå èíòå-
ãðèðîâàíèå), �10.2 (Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé), �10.3 (Ìåòîä èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì).

[5] Ãë. 6 (Èíòåãðèðîâàíèå) �1 (Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåë¼ííûé èí-
òåãðàë), �2 (Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ).

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

7.1 Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíûõ è ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëîâ

Ïåðâî�îáðàçíàÿ. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b), âîçìîæíî áåñêîíå÷íîì, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé f(x). Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâî�îáðàçíîé ïî îòíî-

øåíèþ ê ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè â ëþáîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà ôóíêöèÿ
F (x) èìååò ïðîèçâîäíóþ F ′(x), ðàâíóþ f(x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ sinx ÿâëÿåòñÿ ïåðâî�îáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè cosx íà ìíîæåñòâå

âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, ïîñêîëüêó (sinx)′ = cosx.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (a, b) õîòÿ áû îäíó ïåðâî�îáðàçíóþ ôóíê-

öèþ F (x), òî îíà èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå ñðàçó áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ,

ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà F (x) + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,

òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé.

Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâî�îáðàçíûõ ôóíêöèé äëÿ äàí-

íîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè

f(x) íà ýòîì ìíîæåñòâå è îáîçíà÷àåòñÿ∫
f(x)dx = F (x) + C,
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ãäå F (x) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) íà (a, b), C � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñëåäóþò èç åãî îïðåäåëåíèÿ:

1.
(∫
f(x)dx

)′
= f(x), d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

2.
∫
dF (x) = F (x) + C (C ∈ R) (ñâîéñòâà 1-2 îòðàæàþò âçàèìíî îáðàòíûé õàðàêòåð

îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).

3.
∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx, ãäå C 6= 0 (ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü èç-ïîä

çíàêà èíòåãðàëà).

4.
∫

(f(x)±g(x))dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè f(x), g(x)

èíòåãðèðóåìû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå). Ñâîéñòâà 3 è 4 îòðàæàþò ñâîéñòâî ëèíåé-

íîñòè íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

�1. Íàéäèòå ïåðâî�îáðàçíûå F (x) ê ôóíêöèÿì íà ìíîæåñòâå R:

à) f(x) = cos 2x; á) f(x) =
1

1 + x2
; â) f(x) = e−x.

�2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, íå èìåþùåé ïåðâîîáðàçíîé íà çà-
äàííîì ïðîìåæóòêå.

�3. Âåðíî ëè, ÷òî
∫
xexdx = xex − ex + C? Êàêèìè ñïîñîáàìè ýòî

ìîæíî ïðîâåðèòü?

7.2 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê òàáëè÷-
íûì

Òàáëèöà ïðîñòåéøèõ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.Ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Èíòåãðàëû îò ñòåïåíí�ûõ ôóíêöèé:

1.
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C (n ∈ R, n 6= −1, x ∈ R);

2.
∫ dx
x

= ln |x|+ C (x 6= 0).

Èíòåãðàëû îò ïîêàçàòåëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðè a = e) ôóíêöèé:

3.
∫
axdx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1, x ∈ R),

∫
exdx = ex + C.

Èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

4.
∫

cosxdx = sinx+ C (x ∈ R);
5.
∫

sinxdx = − cosx+ C (x ∈ R);

6.
∫ dx

cos2 x
= tg x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z);

7.
∫ dx

sin2 x
= − ctg x+ C (x 6= πn, n ∈ Z).
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Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (a > 0):

8.
∫ dx

x2 + a2
=

{
1
a arctg x

a + C,

− 1
a arcctg x

a + C
(x ∈ R);

9.
∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C (x 6= ±a);

Èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

10.
∫ dx√

a2 − x2
=

{
arcsin x

a + C,

− arccos xa + C
(|x| < a);

11.
∫ dx√

x2 ± a2
= ln |x+

√
x2 ± a2|+ C (x2 ± a2 > 0);

Èíòåãðàëû îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

12.
∫

shxdx = chx+ C (x ∈ R);
13.

∫
chxdx = shx+ C (x ∈ R);

14.
∫ dx

ch2 x
dx = thx+ C (x ∈ R);

15.
∫ dx

sh2 x
dx = cthx+ C (x 6= 0).

�4. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx
4
√
x
.

�5. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
(2x8 + ex2x)dx.

�6. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

9x2 + 1
.

�7. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
tg2 xdx.

�8. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx√

1− 4x2
.

�9. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
sin

x

2
cos

x

2
dx.
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�10. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
x5 + x3 − 1

x2 + 1
dx.

�11. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
2x− 1

2x+ 1
dx.

�12. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫ (
x4 + 5

√
x+ 3

√
x+

1

x2
+

1

x

)
dx.

�13. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫ (
2

1 + x2
− 3√

1− x2

)
dx.

�14. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫ (
sin

x

2
+ cos

x

2

)2

dx.

�15. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
2x + 5x

10x
dx.

�16. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè sin2 α =
1− cos 2α

2
,

âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
sin2 x cos2 xdx.

�17. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó sinα cos β = 1
2(sin(α + β) + sin(α − β)),

âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
sin 3x cosxdx.

�18. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
dx

(x+ 1)(x− 2)
.

�19. Èñïîëüçóÿ äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå, âû÷èñëèòå

íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:
∫ dx√

x+ 1 +
√
x− 1

.

�20. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:
∫

th2 xdx.

�21. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:
∫ dx

chx
.
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7.3 Çàäà÷è íà çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(A) Âíåñåíèå ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

f(x)dx ïðåäñòàâèìî â âèäå g(t(x))t′(x)dx, ãäå ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå

T , à ôóíêöèÿ t = t(x) � íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå X âìåñòå ñî ñâîåé

ïðîèçâîäíîé t′(x), òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ t: ∫

f(x)dx =

∫
g(t(x))t′(x)dx =

∫
g(t)dt. (1)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ t′(x) âíîñèòñÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîé-
ñòâó äèôôåðåíöèàëà t′(x)dx = d(t(x)). Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, ÷òîáû ðàñïîçíàòü ýòó ñè-

òóàöèþ, áûâàåò äîñòàòî÷íî çíàíèÿ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,

2xdx = d(x2), cosxdx = d(sinx), sinxdx = −d(cosx),
dx

x
= d(lnx),

dx

x2 + 1
= d(arctg x),

dx

2
√
x

= d(
√
x),

dx

cos2 x
= d(tg x), e2xdx = d

(
1

2
e2x

)
.

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë
∫
g(t)dt = G(t) + C, â êîíöå íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé

ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ïóòåì îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè t = t(x):∫
f(x)dx = G(t(x)) + C.

(B) Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâîê. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
èíòåðâàëå (a, b), òî, ïîëàãàÿ x = x(t), ãäå ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì
èíòåðâàëå (t0, t1) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé x′(t), ïîëó÷èì åù¼ îäíó ôîðìóëó ïåðåõîäà

îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t:∫
f(x)dx =

∫
f(x(t)) · x′(t)dt. (2)

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë, â êîíöå íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé x, ñäåëàâ

îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó t = t(x) (âûðàæàåì t ÷åðåç x èç ðàâåíñòâà x = x(t)):

�22. Ïîëàãàÿ t = −1/x, âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫
dx

e
1
xx2

.

�23. Ïîëàãàÿ t = cos(x/3), âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫
tg
x

3
dx.

�24. Ïåðåõîäÿ ê d(3x+ 1), âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫
dx

3x+ 1
.
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�25. Ïåðåõîäÿ ê d(x2 + 2), âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫
xdx√
x2 + 2

.

�26. Ïîëàãàÿ t =
2x+ 1

5
, âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫

cos
2x+ 1

5
dx.

�27. Ïîëàãàÿ t = lnx, âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫
sin(lnx)

x
dx.

�28. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

x2 + 2x− 3
.

�29. Ïîëàãàÿ t = 2 + 5x, âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
(2 + 5x)9dx.

�30. Ïîëàãàÿ t = arctg x, âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
earctg x

1 + x2
dx.

�31. Ïîëàãàÿ t = sinx, âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
cosx

sin3 x
dx.

�32. Èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíóþ ïîäñòàíîâêó t = tg(x/2) è ôîðìóëó

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

, âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

1 + sin x
.

�33. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî 1+sinx =
(

sin
x

2
+ cos

x

2

)2

è äåëàÿ çàòåì

çàìåíó t = tg(x/2), âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
dx

1 + sin x
.
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�34. Ïåðåõîäÿ ê d(
√
x) (ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé t =

√
x èëè áåç íå¼),

âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx√

x(1− x)
.

7.4 Çàäà÷è íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Òåîðåìà (ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü u(x) è v(x) � äèôôåðåíöèðóå-

ìûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ôóíêöèè è ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè

u(x)v′(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè v(x)u′(x), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx,

èëè, â êðàòêîé ôîðìå,
∫
udv = uv −

∫
vdu.

Â êà÷åñòâå u îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óïðîùàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-

åì, â êà÷åñòâå dv � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ dx, èç

êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü v ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ.

�35. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
xe5xdx.

�36. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
ln(1− x)dx.

�37. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
x sin 3xdx.

�38. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
x2 cosxdx.

�39. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
3x cosxdx.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

7.1. Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíûõ è ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëîâ.

�1. à) Äëÿ ôóíêöèè f(x) = cos 2x ïåðâîîáðàçíîé áóäåò ëþáàÿ èç
ôóíêöèé âèäà F (x) = 1

2 sin 2x + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà,
òàê êàê (1

2 sin 2x+ C)′ = cos 2x;

á) äëÿ ôóíêöèè f(x) =
1

1 + x2
ïåðâîîáðàçíîé áóäåò ëþáàÿ èç ôóíêöèé

âèäà F (x) = arctg x+ C, òàê êàê (arctg x+ C)′ =
1

1 + x2
;

â) äëÿ f(x) = e−x ïåðâîîáðàçíîé áóäåò ëþáàÿ èç ôóíêöèé âèäà F (x) =
−e−x + C, òàê êàê (−e−x + C)′ = e−x.

�2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ sgnx íà èíòåðâàëå (−1, 1). Íà èíòåðâàëå
(−1, 0) ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè sgnx èìååò âèä F1 = −x+C1, à
íà èíòåðâàëå (0, 1) ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ èìååò âèä F2(x) = x+C2. Ïðè
ëþáîì âûáîðå ïîñòîÿííûõ C1 è C2 ìû ïîëó÷àåì íà èíòåðâàëå (−1, 1)
ôóíêöèþ, íå èìåþùóþ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0 (ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
â íóëå íå ðàâíà ïðàâîé ïðîèçâîäíîé). Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü C1 =
C2 = C, òî ïîëó÷èì ôóíêöèþ F (x) = |x| + C, íåäèôôåðåíöèðóåìóþ
â òî÷êå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ sgnx íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé íà
èíòåðâàëå (−1, 1) è âîîáùå íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì òî÷êó
0.

�3. Äà, âåðíî. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1-é ñïîñîá. Âû÷èñëèì ýòîò èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x) −

∫
v(x)u′(x)dx. Çäåñü

u(x) = x, v′(x) = ex, òîãäà u′(x) = 1, v(x) = ex:∫
xexdx = x · ex −

∫
exdx = xex − ex + C.

2-é ñïîñîá. Ðàâåíñòâî
∫
f(x)dx = F (x) +C ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü,

ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åãî ïî x. Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èì(∫
xexdx

)′
= (xex − ex + C)′.

Ïðîèçâîäíàÿ â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè xex. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî è ïðî-
èçâîäíàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà òîæå ðàâíà ýòîìó âûðàæåíèþ.
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7.2. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê òàáëè÷-
íûì.

�4. Ýòî òàáëè÷íûé èíòåãðàë îò ñòåïåíí�îé ôóíêöèè∫
dx
4
√
x

=

∫
x−

1
4dx =

x
3
4

3
4

+ C =
4

3

4
√
x3 + C, x > 0.

�5.
∫

(2x8 + (2e)x)dx =
2x9

9
+

(2e)x

ln(2e)
+ C.

�6.
∫ dx

9x2 + 1
=

1

3

∫ d(3x)

(3x)2 + 1
=

1

3
arctg(3x) + C.

�7.∫
tg2 xdx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx =

= tg x− x+ C (cosx 6= 0).
�8.∫

dx√
1− 4x2

=
1

2

∫
d(2x)√

1− (2x)2
=

1

2
arcsin(2x) + C, −1 < 2x < 1.

�9. ∫
sin

x

2
cos

x

2
dx =

1

2

∫
sinxdx = −1

2
cosx+ C.

�10.∫
x5 + x3 − 1

x2 + 1
dx =

∫
x3(x2 + 1)− 1

x2 + 1
dx =

∫ (
x3 − 1

x2 + 1

)
dx =

=
x4

4
− arctg x+ C.

�11.∫
2x− 1

2x+ 1
dx =

∫
(2x+ 1)− 2

2x+ 1
dx =

∫ (
1− 2

2x+ 1

)
dx =

= x−
∫

d(2x)

2x+ 1
= x−

∫
d(2x+ 1)

2x+ 1
= x− ln |2x+ 1|+ C.

�12.∫ (
x4 + x

1
5 + 3x

1
2 + x−2 + x−1

)
dx =

x5

5
+
x

6
5

6
5

+
3x

3
2

3
2

− x−1 + ln |x|+ C.
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�13.∫ (
2

1 + x2
− 3√

1− x2

)
dx = 2 arctg x− 3 arcsinx+ C, x ∈ (−1, 1).

�14.∫ (
sin

x

2
+ cos

x

2

)2

dx =

∫
(1 + sin x)dx = x− cosx+ C.

�15.∫
2x + 5x

10x
dx =

∫ ((
1

5

)x
+

(
1

2

)x)
dx =

(
1
5

)x
ln
(

1
5

) +

(
1
2

)x
ln
(

1
2

) + C.

�16. ∫
sin2 x cos2 xdx =

1

4

∫
sin2 2xdx =

1

4

∫
1− cos 4x

2
dx =

=
1

8

(
x− sin 4x

4

)
+ C.

�17.∫
sin 3x cosxdx =

1

2

∫
(sin 4x+ sin 2x)dx = −1

2

(
cos 4x

4
− cos 2x

2

)
+ C.

�18.∫
dx

(x+ 1)(x− 2)
=

1

3

∫
(x+ 1)− (x− 2)

(x+ 1)(x− 2)
dx =

1

3

∫ (
1

x− 2
− 1

x+ 1

)
dx =

=
1

3
(ln |x− 2| − ln |x+ 1|) + C =

1

3
ln

∣∣∣∣x− 2

x+ 1

∣∣∣∣+ C.

�19.∫
dx√

x+ 1 +
√
x− 1

=

∫
(
√
x+ 1−

√
x− 1)dx

(
√
x+ 1 +

√
x− 1)(

√
x+ 1−

√
x− 1)

=

=

∫
(
√
x+ 1−

√
x− 1)dx

2
=

1

2

(∫ √
x+ 1dx−

∫ √
x− 1dx

)
=

=
1

2

(∫ √
x+ 1d(x+ 1)−

∫ √
x− 1d(x− 1)

)
=

=
1

3

(√
(x+ 1)3 −

√
(x− 1)3

)
+ C, x ≥ 1.
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�20.∫
th2 xdx =

∫
sh2 x

ch2 x
dx =

∫
ch2 x− 1

ch2 x
dx =

∫ (
1− 1

ch2 x

)
dx =

= x− thx+ C.

�21.
∫ dx

chx
=
∫ chxdx

ch2 x
=
∫ d(shx)

1 + sh2 x
= arctg(shx) + C.

7.3. Çàäà÷è íà çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

�22. Çàìåòèì, ÷òî
dx

x2
= d

(
−1

x

)
:

∫
dx

e
1
xx2

=

∫
d
(
− 1
x

)
e

1
x

.

Ïîëîæèì t = −1/x, òîãäà:
∫ dt

e−t
=
∫
etdt = et + C = e−

1
x + C, x 6= 0.

�23. ∫
tg
x

3
dx =

∫
sin x

3dx

cos x
3

= −3

∫
d(cos x

3)

cos x
3

.

Ïîëîæèì t = cos(x/3), òîãäà èíòåãðàë ïðèìåò âèä

−3

∫
dt

t
= −3 ln |t|+ C = −3 ln

∣∣∣cos
x

3

∣∣∣+ C.

�24. Ïîñêîëüêó d(3x+ 1) = 3dx, òî dx = 1
3d(3x+ 1) è ïîëó÷àåì∫

dx

3x+ 1
=

1

3

∫
d(3x+ 1)

3x+ 1
=

1

3
ln |3x+ 1|+ C, x 6= −1

3
.

�25. Ïîñêîëüêó d(x2 + 2) = 2xdx, òî xdx = 1
2d(x2 + 2) è ïîëó÷àåì∫

xdx√
x2 + 2

=
1

2

∫
d(x2 + 2)√
x2 + 2

.

Ñäåëàåì çàìåíó t = x2 + 2, òîãäà ïîëó÷èì

1

2

∫
dt√
t

=
1

2

∫
t−

1
2dt =

1

2
· t

1
2

1
2

+ C =
√
t+ C =

√
x2 + 2 + C.

�26. Ïîëîæèì t =
2x+ 1

5
, òîãäà x =

5t− 1

2
, dx =

5dt

2
è ïîëó÷èì∫

cos
2x+ 1

5
dx =

∫
cos t · 5dt

2
=

5

2

∫
cos t dt =

5

2
sin t+ C =
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=
5

2
sin

2x+ 1

5
+ C.

�27. Çàìåòèì, ÷òî
dx

x
= d(lnx), ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó

t = lnx (x > 0):∫
sin(lnx)

x
dx =

∫
sin(lnx)d(lnx) =

∫
sin tdt = − cos t+C = − cos lnx+C.

�28. Èìååì:∫
dx

x2 + 2x− 3
=

∫
dx

(x+ 3)(x− 1)
=

1

4

∫
(x+ 3)− (x− 1)

(x+ 3)(x− 1)
dx =

=
1

4

∫ (
1

x− 1
− 1

x+ 3

)
dx =

1

4

∫
d(x− 1)

x− 1
− 1

4

∫
d(x+ 3)

x+ 3
=

=
1

4
(ln |x− 1| − ln |x+ 3|) + C =

1

4
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C (x 6= −3; 1).

�29. Ïîëîæèì t = 2 + 5x, òîãäà x =
t− 2

5
, dx =

dt

5
è ïîëó÷èì∫

(2 + 5x)9dx =

∫
t9 · dt

5
=

1

5

∫
t9dt =

1

5
· t

10

10
+ C =

1

50
(2 + 5x)10 + C.

�30. Çàìåòèì, ÷òî
dx

1 + x2
= d(arctg x), òîãäà, ïîëàãàÿ t = arctg x,

ïîëó÷èì∫
earctg x

1 + x2
dx =

∫
earctg xd(arctg x) =

∫
etdt = et + C = earctg x + C.

�31.Çàìåòèì, ÷òî cosxdx = d(sinx), ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü t =
sinx, è òîãäà ïîëó÷èì∫

cosxdx

sin3 x
=

∫
d(sinx)

sin3 x
=

∫
dt

t3
=

∫
t−3dt = −t

−2

2
+C = − 1

2(sinx)2
+C.

�32. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, äîñòàòî÷-
íî íàéòè ïåðâîîáðàçóþ íà ëþáîì èç ïåðèîäîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ óíèâåð-
ñàëüíîé ïîäñòàíîâêîé t = tg(x/2), x ∈ (−π, π), îòêóäà x

2 = arctg t ⇒

x = 2 arctg t ⇒ dx =
2dt

1 + t2
è ôîðìóëîé sinx =

2 tg x
2

1 + tg2 x
2

, òîãäà ïîëó-

÷èì∫
dx

1 + sin x
=

∫ 2dt
1+t2

1 + 2t
1+t2

= 2

∫
dt

(t+ 1)2
= 2

∫
d(t+ 1)

(t+ 1)2
= − 2

t+ 1
+C =
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= − 2

tg(x/2) + 1
+ C.

�33. Ó÷ò¼ì, ÷òî
dx

cos2 x
2

= 2d(tg x
2) è çàòåì ñäåëàåì çàìåíó t =

tg(x/2):∫
dx

1 + sin x
=

∫
dx(

sin x
2 + cos x

2

)2 =

∫
dx

cos2 x
2

(
tg x

2 + 1
)2 =

= 2

∫
d(tg x

2)(
tg x

2 + 1
)2 = 2

∫
dt

(t+ 1)2
= − 2

t+ 1
+ C = − 2

tg(x/2) + 1
+ C.

�34. Ïðè 0 < x < 1 èìååì
dx√
x

= 2d(
√
x), ïîýòîìó, ââîäÿ t =

√
x ⇒

x = t2, dx = 2tdt, ïîëó÷èì∫
dx√

x(1− x)
= 2

∫
d(
√
x)√

1− x
= 2

∫
dt√

1− t2
= 2 arcsin t+ C =

= 2 arcsin
√
x+ C.

7.4. Çàäà÷è íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

�35. Âîçüì¼ì u(x) = x, v′(x) = e5x, òîãäà u′(x) = 1, v(x) = 1
5e

5x:∫
xe5xdx =

1

5
xe5x − 1

5

∫
e5xdx =

1

5
xe5x − 1

25
e5x + C.

�36. Âîçüì¼ì u(x) = ln(1−x), v′(x) = 1, òîãäà u′(x) = 1
x−1 , v(x) = x:∫

ln(1−x)dx = x ln(1−x)−
∫

xdx

x− 1
= x ln(1−x)−

∫
(x− 1) + 1

x− 1
dx =

= x ln(1− x)−
∫ (

1 +
1

x− 1

)
dx = x ln(1− x)−

∫
dx−

∫
d(x− 1)

x− 1
=

= x ln(1− x)− x− ln |x− 1|+ C, x < 1.

�37. Âîçüì¼ì u(x) = x, v′(x) = sin 3x, òîãäà u′(x) = 1, v(x) =
−1

3 cos 3x: ∫
x sin 3xdx = −x

3
cos 3x+

1

3

∫
cos 3xdx =

= −x
3

cos 3x+
1

9
sin 3x+ C.
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�38. Âîçüì¼ì u(x) = x2, v′(x) = cos x, òîãäà u′(x) = 2x, v(x) = sin x:∫
x2 cosxdx = x2 sinx− 2

∫
x sinxdx =

(ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì åù¼ ðàç, ïîëîæèâ
u(x) = x, v′(x) = sinx, òîãäà u′(x) = 1, v(x) = − cosx):

= x2 sinx− 2

(
−x cosx+

∫
cosxdx

)
=

= x2 sinx+ 2x cosx− 2

∫
cosxdx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C.

�39. Ïîëîæèì u(x) = 3x, v′(x) = cosx, òîãäà u′(x) = 3x ln 3, v(x) =
sinx, è ïðîèíòåãðèðóåì îäèí ðàç ïî ÷àñòÿì:

I =

∫
3x cosxdx = 3x sinx− ln 3

∫
3x sinxdx.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u(x) = 3x,
v′(x) = sinx, òîãäà u′(x) = 3x ln 3, v(x) = − cosx:

I = 3x sinx− ln 3

(
−3x cosx+ ln 3

∫
3x cosxdx

)
=

= 3x sinx+ ln 3 · 3x cosx− ln2 3

∫
3x cosxdx =

= 3x sinx+ ln 3 · 3x cosx− ln2 3 · I.
Îñòàëîñü èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà I = 3x sinx+ ln 3 · 3x cosx− ln2 3 · I
íàéòè èñêîìûé èíòåãðàë:

I =
3x(sinx+ ln 3 · cosx)

1 + ln2 3
+ C.
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8 ÑÅÌÈÍÀÐ: Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Ôîðìóëà
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî
èíòåãðàëà

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

I. Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà êàê ïðåäå-
ëà èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÎÈ êàê ïëîùàäè
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ, êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ è ìîíîòîííûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé. Èíòåãðàë ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé ó ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé íà èíòåðâàëå ôóíêöèè. Ïðèìåðû íåèíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó
ôóíêöèé (ôóíêöèÿ Äèðèõëå; íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè; ôóíêöèè, çà-
äàííûå íà áåñêîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ). Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòå-
ãðàëà. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà êàê îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñâÿçü îïðåäåë¼ííîãî è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëîâ).
Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ: ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì,
çàìåíà ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèå ¾ïî ÷àñòÿì¿.

II. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëåíèå ïëîùà-
äè êðèâîëíåéíîé òðàïåöèè, ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, äëèíû
äóãè ïëîñêîé êðèâîé, îáú¼ìà è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà âðàùåíèÿ è
äð.

III. Ïîíÿòèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ I è II ðîäà êàê îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (Ðèìàíà). Ñõîäèìîñòü è ðàñõî-
äèìîñòü.

Ïðàêòèêà: çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ðàçíûìè ìåòîäàìè îïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ; âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð, äëèí äóã ïëîñêèõ
êðèâûõ, îáú¼ìîâ è ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé òåë âðàùåíèÿ. Ïðèìåðû âû-
÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.
[4] Ðàçäåë 4 (Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ), Ãë. 11 (Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë), �11.1 (Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà), �11.2 (Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäå-
ë¼ííîãî èíòåãðàëà), �11.3 (Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû).
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[5] Ãë. 6 (Èíòåãðèðîâàíèå) �4 (Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë), �5 (Íåêîòî-
ðûå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðà-
ëà), �6 (Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû) � áåç ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè.

8.1 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñâåäå-
íèåì åãî ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì

�1. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
2∫

1

4x+ 2

2x− 1
dx.

Óêàçàíèå. Âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèå
4x+ 2

2x− 1
=

2(2x− 1) + 4

2x− 1
, ðàçáåéòå èíòåãðàë íà

ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ.

�2. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
2∫

1

dx

x2 + 2x
.

Óêàçàíèå. Âûïîëíèòå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:
1

x2 + 2x
=

1

x(x+ 2)
=

1

2
· (x+ 2)− x
x(x+ 2)

è ðàçáåéòå íà äâà èíòåãðàëà.

�3. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

π
4∫

0

tg3 xdx.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé tg2 x =
1

cos2 x
− 1 è ðàçáåéòå íà äâà èíòåãðàëà.

�4. Âû÷èñëèòå ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
1∫

0

dx

ex + e−x
.

Óêàçàíèå: ó÷òèòå, ÷òî
ex + e−x

2
= chx.

8.2 Çàäà÷è íà çàìåíó ïåðåìåííîé

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(A) Âíåñåíèå ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

f(x)dx ïðåäñòàâèìî â âèäå g(t(x))t′(x)dx, ãäå ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå T , à
ôóíêöèÿ t = t(x) � íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå X âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèç-

âîäíîé t′(x), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïåðåõîäà îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

t: ∫
f(x)dx =

∫
g(t(x))t′(x)dx =

∫
g(t)dt. (1)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ t′(x) âíîñèòñÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîé-
ñòâó äèôôåðåíöèàëà t′(x)dx = d(t(x)). Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, ÷òîáû ðàñïîçíàòü ýòó ñè-

òóàöèþ, áûâàåò äîñòàòî÷íî çíàíèÿ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,

2xdx = d(x2), cosxdx = d(sinx), sinxdx = −d(cosx),
dx

x
= d(lnx),
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dx

x2 + 1
= d(arctg x),

dx

2
√
x

= d(
√
x),

dx

cos2 x
= d(tg x), e2xdx = d

(
1

2
e2x

)
.

Ïîäîáíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîëó-

÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ¾íîâàÿ¿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(t) óäîáíåå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé f(x). Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî

ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ¾óâèäåòü¿ â èñõîäíîì ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè f(x)dx
áîëåå ïðîñòîå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèå g(t(x))t′(x)dx = g(t)dt. Ïðàêòè÷åñêè ðåà-

ëèçàöèÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ âî âíåñåíèè ôóíêöèè t′(x) ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà dx ñ

îáðàçîâàíèåì íîâîãî äèôôåðåíöèàëà dt. Âû÷èñëèâ èíòåãðàë
∫
g(t)dt = G(t) +C, â êîíöå

íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ïóòåì îáðàòíîé

ïîäñòàíîâêè t = t(x): ∫
f(x)dx = G(t(x)) + C.

(B) Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâîê. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå X, òî, ïîëàãàÿ x = x(t), ãäå ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ìíîæåñòâå T âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé x′(t), ïîëó÷èì åù¼ îäíó ôîðìóëó ïåðåõîäà îò

x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t:∫
f(x)dx =

∫
f(x(t)) · x′(t)dt. (2)

Íåðåäêè ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

ðàçëè÷íûå ïîäñòàíîâêè.

�5. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
5∫

4

x
√
x2 − 16dx.

Óêàçàíèå. Âíåñèòå x ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà: xdx = 1
2d(x2) è çàòåì ñäåëàéòå çà-

ìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëîæèâ t = x2 − 16 (íå çàáóäüòå èçìåíèòü ïðåäåëû

èíòåãðèðîâàíèÿ!)

�6. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

π
2∫

0

sin3 xdx.

Óêàçàíèå. Âíîñÿ sinx ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, ïðèâåñòè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

ê âèäó: sin3 xdx = − sin2 xd(cosx) = (cos2 x− 1)d(cosx) è ñäåëàòü çàìåíó t = cosx.

8.3 Çàäà÷è íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà íà

ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣b
a
−
∫ b

a
g(x)f ′(x)dx,

èëè ∫ b

a
f(x)dg(x) = f(x)g(x)

∣∣b
a
−
∫ b

a
g(x)df(x).
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Ìåòîä èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü â òîì ñëó÷àå, è òàê ïîäáèðàòü ôóíêöèè f(x) è g(x), ÷òîáû

ïîëó÷åííûé ñïðàâà èíòåãðàë îêàçàëñÿ ïðîùå èñõîäíîãî èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè. Êàê ïðà-

âèëî, ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ¾ðàçíîðîäíûõ¿ ôóíêöèé.

�7. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
ln 2∫
0

xexdx.

Óêàçàíèå. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî ÷àñòÿì, âûáðàâ u = x, v′ = ex â ôîðìóëå
∫ b
a uv

′dx =

uv
∣∣b
a
−
∫ b
a vu

′dx.

8.4 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð

Åñëè êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y =
y2(x), ñíèçó � ãðàôèêîì äðóãîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = y1(x), à ñëåâà è ñïðàâà �

ïðÿìûìè x = a è x = b, òî å¼ ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =

b∫
a

(y2(x)− y1(x))dx.

Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ñëåâà è

ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x = x1(y) è x = x2(y), à ñíèçó
è ñâåðõó ïðÿìûìè y = c è y = d, èìååò âèä:

S =

∫ d

c
(x2(y)− x1(y))dy.

�8. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 4 − x2,
y = 0.

Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå ôèãóðó è íàéäèòå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

�9. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = 3 + 2x−
x2, y = x+ 1.

Óêàçàíèå. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé, ÷òîáû âèçóàëüíî îïðåäåëèòü ôèãóðó,

ïëîùàäü êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ. Íàéäèòå àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé,

ïðèðàâíÿâ 3 + 2x − x2 = x + 1 è ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå (òåì ñàìûì âû íàéä¼òå ïðåäåëû

èíòåãðèðîâàíèÿ). Çàòåì âûïèøèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë è âû÷èñëèòå åãî.

�10. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = x2 + 3,
xy = 4, y = 2, x = 0.

Óêàçàíèå. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè âñåõ ÷åòûð¼õ êðèâûõ, ÷òîáû óâèäåòü ôèãóðó, ïëîùàäü

êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè. Íàéäèòå àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ y = x2 + 3 è

y = 4/x. Ðàçáèâ ôèãóðó íà äâå ÷àñòè, âû÷èñëèòü ïëîùàäü êàæäîé èç íèõ.

151



�11. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = cos 2x,
y = 0, x = 0, x = π/4.

Óêàçàíèå. Ïîñòðîéòå ôèãóðó è ïî íåé îïðåäåëèòå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

�12. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = |x|+ 1,
y = 0, x = −2, x = 1.

8.5 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå äëèí äóã ïëîñêèõ êðèâûõ

Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå x′(t)
è y′(t) íà ñåãìåíòå [T0, T ]. Òîãäà äëèíà L ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà äóãè êðèâîé, îïðå-

äåëÿåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [T0, T ], âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

L =

∫ T

T0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = f(x), x ∈ [a, b], òî å¼ ìîæíî îïèñàòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = t, y = f(t), t ∈ [a, b]. Äëèíà äóãè â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé:

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçóåìàÿ êðèâàÿ L çàäàíà óðàâíåíèÿìè x = x(t),
y = y(t), z = z(t), ãäå ôóíêöèè x(t), y(t) è z(t) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïåð-

âûå ïðîèçâîäíûå x′(t), y′(t) è z′(t) íà ñåãìåíòå [T0, T ], òî äëèíà å¼ äóãè âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

L =

∫ T

T0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

�13. Íàéäèòå äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé ÿâíî: y = 2
√
x îò x = 0

äî x = 1 (èçîáðàçèòå êðèâóþ íà ïëîñêîñòè).
Óêàçàíèå. Ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó∫ √

x2 + a2 dx =
x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + a2

∣∣∣+ C.

�14. Íàéäèòå äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè: x =
t− sin t, y = 1− cos t (öèêëîèäà) îò t0 = 0 äî t1 = π.

Óêàçàíèå. Èçîáðàçèòå êðèâóþ (ñ ïîìîùüþ ïðåïîäàâàòåëÿ èëè âîñïîëüçîâàâøèñü ñïðà-

âî÷íèêîì), à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé L =
∫ t1
t0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

�15. Íàéäèòå äëèíó äóãè êðèâîé y = ln(cosx) îò x = 0 äî x = π
6 .
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8.6 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë âðàùåíèÿ

(A) Åñëè òåëî îáðàçîâàíî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Ox êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åí-
íîé ñíèçó è ñâåðõó ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y = y1(x) è y = y2(x), à ñëåâà è

ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî, âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè x = a è x = b, òî îáú¼ì ïîëó÷åííîãî

òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Vx = π

∫ b

a
(y2

2(x)− y2
1(x))dx.

(B) Åñëè æå òåëî îáðàçîâàíî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Oy êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,

îãðàíè÷åííîé ñëåâà è ñïðàâà ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x = x2(y) è x = x1(y),
à ñíèçó è ñâåðõó, ñîîòâåòñòâåííî, ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè y = c è y = d, òî îáú¼ì

ïîëó÷åííîãî òåëà âðàùåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Vy = π

∫ d

c
(x2

2(y)− x2
1(y))dy.

�16. Íàéäèòå îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñåé
Ox è Oy ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = x3, y = 4x (x ≥
0).

Óêàçàíèå. Èçîáðàçèòå êðèâóþ, ÷òîáû óâèäåòü ïëîñêóþ ôèãóðó.

Ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè Ox ïî ðèñóíêó îïðåäåëèòå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

ïåðåìåííîé x. Ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè Oy âîñïîëüçóéòåñü òåì æå ðèñóíêîì äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé y, íàéäèòå óðàâíåíèÿ êðèâûõ x = x2(y)

è x = x1(y) è ïðèìåíèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó.

�17. Íàéäèòå îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè
Ox ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = sinx, y = 0 ïðè 0 ≤
x ≤ π.

�18. Íàéäèòå îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû, îãðà-
íè÷åííîé ëèíèÿìè y = 4− x2, y = 0, x = 0, ãäå x ≥ 0, âîêðóã: à) îñè
Ox, á) îñè Oy.

8.7 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé òåë âðà-
ùåíèÿ

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = y(x), ãäå íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(x) íåïðå-
ðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [a, b], òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè,

ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì äóãè êðèâîé âîêðóã îñè Ox, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sïîâ.,x = 2π

∫ b

a
|y(x)|

√
1 + (y′(x))2dx.
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�19. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì âî-
êðóã îñè Ox äóãè ñèíóñîèäû y = sinx îò x = 0 äî x = π.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òàáëè÷íûì èíòåãðàëîì∫ b
a

√
1 + t2 dt =

(
t

2

√
1 + t2 +

1

2
ln
∣∣∣t+
√

1 + t2
∣∣∣) ∣∣∣b

a
.

�20. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì âî-
êðóã îñè Ox äóãè êðèâîé y = e−x îò x = 0 äî x = +∞.

8.8 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà (ñîáñòâåííûé èíòåãðàë) îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àè, êîãäà

ëèáî ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ áåñêîíå÷åí, ëèáî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

íåîãðàíè÷åííîé.

1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå
[a,+∞) è èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â ëþáîé êîíå÷íîé åãî ÷àñòè [a,A] (∀A > a). Ïðåäåë

èíòåãðàëà
∫ A
a f(x)dx ïðè A → +∞ íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà îò

ôóíêöèè f(x) ïî ïîëóïðÿìîé [a,+∞) è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì∫ +∞

a
f(x)dx = lim

A→+∞

∫ A

a
f(x)dx.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à ôóíêöèþ f(x)
íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞) (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå).

Åñëè æå äàííûé ïðåäåë áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ïðî èíòåãðàë ãîâîðÿò, ÷òî îí

ðàñõîäèòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ f(x) � íåèíòåãðèðóåìà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýòîò

ïðåäåë ðàâåí +∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ê +∞. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ

òî÷êà x = +∞ (ïðàâûé êîíåö ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå

îñîáîé òî÷êîé (îñîáåííîñòüþ 1-ãî ðîäà).

Èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó (−∞,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A′→−∞
A→+∞

∫ A

A′
f(x)dx

ïðè íåçàâèñèìîì ñòðåìëåíèè A→ +∞ è A′ → −∞.

2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà êîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå [a, b] (çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíöîâ ýòîãî ñåãìåíòà), íî íåîãðàíè-

÷åíà íà í¼ì. Ïðåäïîëîæèì, ðàäè îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå âèäà [a, b − ε]
(0 < ε < b − a) ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà, íî ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-

íè÷åííîé â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Òî÷êà b â ýòîì ñëó÷àå, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå èëè íåò, íîñèò íàçâàíèå îñîáîé òî÷êè 2-ãî ðîäà. Ïðåäåë

èíòåãðàëà
∫ b−ε
a f(x)dx (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðè ε→ +0 íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì

èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x) îò a äî b è îáîçíà÷àþò∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→+0

∫ b−ε

a
f(x)dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ

f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â ïðåäåëàõ îò a äî b (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå). Åñëè æå
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äàííûé ïðåäåë áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ïðî èíòåãðàë ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ,

à ôóíêöèÿ f(x) � íåèíòåãðèðóåìà íà äàííîì ïðîìåæóòêå.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå [a, b], òî∫ a

b
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx.

Òåîðåìà 1 (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 1-ãî ðîäà).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞) è èíòåãðèðóåìà â

ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì êîíå÷íîì ñåãìåíòå [a,A] (A > a). Åñëè äëÿ f(x) ïðè ýòîì

ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ F (x) íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [a,+∞), òî∫ +∞

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣+∞
a

= F (+∞)− F (a),

ãäå F (+∞) = lim
x→+∞

F (x).

Òåîðåìà 2 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà). Ïóñòü

ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû1 íà ïîëóèíòåðâàëå [a,+∞), è ïóñòü

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→+∞

(f(x)g(x)). Òîãäà èç ñõîäèìîñòè îäíîãî èç èíòåãðà-

ëîâ
∫ +∞
a f(x)g′(x)dx èëè

∫ +∞
a f ′(x)g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü âòîðîãî èíòåãðàëà, ïðè÷¼ì

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ +∞

a
f(x)g′(x)dx = (f(x)g(x))

∣∣∣+∞
a
−
∫ +∞

a
f ′(x)g(x)dx.

�21. Íàéäèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

dx

(1 + x)4
. Êàêîãî ðîäà ýòîò

èíòåãðàë?

�22. Âû÷èñëèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà
+∞∫
1

lnx

x3
dx.

Óêàçàíèå. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = lnx, v′ = 1/x3.

�23. Íàéäèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà
+∞∫
−∞

dx

x2 + 4x+ 9
.

Óêàçàíèå. Âûäåëèòå â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x è ñäåëàéòå çàìåíó

t = x+ 2.

�24. Íàéäèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
3∫

0

dx√
9− x2

. Êàêîãî ðîäà ýòîò

èíòåãðàë?

Óêàçàíèå. ×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë, ñëåäóåò ïðèâåñòè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

ê âèäó
dx

3
√

1− (x3 )2
=

d(x3 )√
1− (x3 )2

è ñäåëàòü çàìåíó t =
x

3
.

1Òî åñòü èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) íà [a,+∞).

155



�25. Íàéäèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
0∫
−1

dx

(x+ 1)2
. Êàêîãî îí ðîäà?

Óêàçàíèå. ×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë, ñäåëàéòå çàìåíó t = x+ 1.

�26. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà∫ +∞

0

e−xdx.

Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, åñëè â îòâåòå ïîëó÷èòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íîñòü (ñ ëþáûì çíàêîì), òî ðàñõîäèòñÿ.

�27. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà∫ 1

0

dx
3
√

1− x
.

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå çàìåíó t = x− 1 (èëè t = 1− x).
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

8.1. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñâåäå-
íèåì åãî ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì.

�1.

2∫
1

4x+ 2

2x− 1
dx =

2∫
1

2(2x− 1) + 4

2x− 1
dx =

2∫
1

(
2 +

4

2x− 1

)
dx =

= (2x+ 2 ln |2x− 1|)
∣∣∣2
1

= (4 + 2 ln 3)− (2 + 2 ln 1) = 2(1 + ln 3).

�2. ∫ 2

1

dx

x2 + 2x
=

∫ 2

1

1

x(x+ 2)
dx =

1

2

∫ 2

1

(x+ 2)− x
x(x+ 2)

dx =

=
1

2

∫ 2

1

(
1

x
− 1

x+ 2

)
dx =

1

2
(ln |x| − ln |x+ 2|)

∣∣∣2
1

=

=
1

2
((ln 2− ln 4)− (ln 1− ln 3)) =

1

2
(ln 3− ln 2) =

1

2
ln

3

2
.

�3.∫ π
4

0

tg3 xdx =

∫ π
4

0

tg x

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

∫ π
4

0

tg x
dx

cos2 x
−
∫ π

4

0

tg xdx =

=

∫ π
4

0

tg x d(tg x)−
∫ π

4

0

sinxdx

cosx
=

tg2 x

2

∣∣∣π4
0

+

∫ π
4

0

d(cosx)

cosx
=

=
1

2
+ ln | cosx|

∣∣∣π4
0

=
1

2
+ ln

∣∣∣cos
π

4

∣∣∣− ln | cos 0| = 1

2
+ ln

√
2

2
− ln 1 =

=
1

2
+ ln

1√
2

=
1

2
+ ln 1− ln

√
2 =

1

2
− ln
√

2.

�4.∫ 1

0

dx

ex + e−x
=

1

2

∫ 1

0

dx

chx
=

1

2

∫ 1

0

chxdx

ch2 x
=

1

2

∫ 1

0

d(shx)

1 + sh2 x
=

=
1

2
arctg(sh x)

∣∣∣1
0

=
1

2
(arctg(sh 1)− arctg(sh 0)) =

1

2
arctg(sh 1).

8.2. Çàäà÷è íà çàìåíó ïåðåìåííîé.
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�5.∫ 5

4

x
√
x2 − 16 dx =

1

2

∫ 5

4

√
x2 − 16 d(x2) =

1

2

∫ 5

4

√
x2 − 16 d(x2 − 16).

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ t = x2−16, òîãäà íèæíèé ïðåäåë
ñòàíåò ðàâíûì t = 0, à âåðõíèé � ðàâíûì t = 9. Ïîëó÷èì

1

2

∫ 5

4

√
x2 − 16 d(x2 − 16) =

1

2

∫ 9

0

√
t dt =

1

2
· t

3
2

3
2

∣∣∣9
0

=
1

3
(
√
t3
∣∣∣9
0
) =

=
1

3
(
√

93 −
√

03)=9.

�6.∫ π
2

0

sin3 xdx = −
∫ π

2

0

sin2 x d(cosx) = −
∫ π

2

0

(1− cos2 x) d(cosx) =

= −
(

cosx− cos3 x

3

) ∣∣∣π2
0

=
2

3
.

8.3. Çàäà÷è íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

�7. Âîçüì¼ì u(x) = x, v′(x) = ex, òîãäà u′(x) = 1, v(x) = ex:∫ ln 2

0

xexdx = xex
∣∣∣ln 2

0
−
∫ ln 2

0

exdx = 2 ln 2− ex
∣∣∣ln 2

0
= 2 ln 2− 1.

8.4. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð.

�8. Ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 4 − x2, y = 0,
÷èñëåííî ðàâíà èíòåãðàëó

S =

∫ 2

−2

(4− x2)dx = 2

∫ 2

0

(4− x2)dx = 2

(
4x− x3

3

) ∣∣∣2
0

=
32

3
(êâ.åä.)

�9. Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = 3 + 2x − x2 = 4 − (x − 1)2,
y = x+ 1 è ïîëó÷èì ôèãóðó, ëåæàùóþ â ïðåäåëàõ −1 ≤ x ≤ 2, x+ 1 ≤
y ≤ 4 − (x − 1)2. Ñîãëàñíî ôîðìóëå, ïëîùàäü ôèãóðû ÷èñëåííî ðàâíà
îïðåäåë¼ííîìó èíòåãðàëó

S =

∫ 2

−1

((3 + 2x− x2)− (x+ 1))dx =

∫ 2

−1

(2 + x− x2)dx =
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=

(
2x+

x2

2
− x3

3

) ∣∣∣2
−1

=

(
4 + 2− 8

3

)
−
(
−2 +

1

2
+

1

3

)
=

9

2
(êâ.åä.)

�10. Ïîñòðîèì êðèâûå y = x2 + 3, y = 4
x , y = 2, x = 0. Ýòè ãðàôèêè

îãðàíè÷èâàþò ôèãóðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ôèãóð:

S1 = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 2 ≤ y ≤ x2 + 3},

S2 =

{
(x, y) | 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤ y ≤ 4

x

}
.

Èñêîìàÿ ïëîùàäü âñåé ôèãóðû ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé S1 è S2:

S =

∫ 1

0

((x2 + 3)− 2)dx+

∫ 2

1

(
4

x
− 2

)
dx =

=

(
x3

3
+ x

) ∣∣∣1
0

+ (4 ln |x| − 2x)
∣∣∣2
1

=
4

3
+ (4 ln 2− 2) = 4 ln 2− 2

3
(êâ.åä.)

�11. Êðèâûå y = cos 2x, y = 0, x = 0, x = π/4 îãðàíè÷èâàþò ôèãóðó
{(x, y) | 0 ≤ x ≤ π

4 , 0 ≤ y ≤ cos 2x}. Å¼ ïëîùàäü ðàâíà îïðåäåë¼ííîìó
èíòåãðàëó

S =

∫ π
4

0

cos 2xdx =
1

2

∫ π
4

0

cos 2xd(2x) =
1

2
sin 2x

∣∣∣π4
0

=
1

2
(êâ.åä.)

�12. Ïîñòðîèì ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè y = |x| + 1, y = 0,
x = −2, x = 1. ×òîáû âû÷èñëèòü å¼ ïëîùàäü, ðàçîáú¼ì ôèãóðó íà äâå
ôèãóðû

S1 = {(x, y) | −2 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 1− x},
S2 = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 + x}.

Òîãäà ïëîùàäü ðàâíà

S =

∫ 0

−2

(1− x)dx+

∫ 1

0

(1 + x)dx =

(
x− x2

2

) ∣∣∣0
−2

+

(
x+

x2

2

) ∣∣∣1
0

=
11

2
.

8.5. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå äëèí äóã ïëîñêèõ êðèâûõ.

�13. ×òîáû íàéòè äëèíó êðèâîé y = 2
√
x (y′ =

1√
x
) â ïðåäåëàõ îò

x = 0 äî x = 1, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx =

∫ 1

0

√
1 +

(
1√
x

)2

dx =

∫ 1

0

√
1 + x · dx√

x
=
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= 2

∫ 1

0

√
1 + x d(

√
x).

Ïîëîæèì t =
√
x, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ, òîãäà

2

∫ 1

0

√
1 + t2 dt =

(
t
√
t2 + 1 + ln

∣∣∣t+
√
t2 + 1

∣∣∣) ∣∣∣1
0

=
√

2 + ln(1 +
√

2).

�14. Íàéä¼ì äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè: x = t−
sin t, y = 1−cos t (öèêëîèäà) îò t0 = 0 äî t1 = π. Èìååì x′(t) = 1−cos t,
y′(t) = sin t, òîãäà

L =

∫ t1

t0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt =

∫ π

0

√
(1− cos t)2 + (sin t)2dt =

=

∫ π

0

√
2(1− cos t)dt =

∫ π

0

√
4 sin2 t

2
dt = 2

∫ π

0

sin
t

2
dt = −4 cos

t

2

∣∣∣π
0

= 4.

�15. Íàéä¼ì äëèíó äóãè êðèâîé y = ln(cos x) îò x = 0 äî x = π
6 . Ñ

ó÷¼òîì y′ = − tg x è ôîðìóëû 1 + tg2 x = 1
cos2 x , èìååì

L =

∫ b

a

√
1 + (y′(x))2 dx =

∫ π
6

0

√
1 + tg2 x dx =

∫ π
6

0

√
1

cos2 x
dx =

=

∫ π
6

0

dx

cosx
=

∫ π
6

0

cosxdx

cos2 x
=

∫ π
6

0

d(sinx)

1− sin2 x
.

Ïîëîæèì t = sinx, òîãäà ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫ 1
2

0

dt

(1− t)(1 + t)
=

1

2

∫ 1
2

0

(1 + t) + (1− t)
(1− t)(1 + t)

dt =

=
1

2

∫ 1
2

0

(
1

1− t
+

1

1 + t

)
dt =

1

2

∫ 1
2

0

(
1

1 + t
− 1

t− 1

)
dt =

=
1

2
(ln |t+ 1| − ln |t− 1|)

∣∣∣ 12
0

=
1

2
ln

∣∣∣∣t+ 1

t− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣ 120 =
1

2
ln 3.

8.6. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë âðàùåíèÿ.

�16. Ïëîñêàÿ ôèãóðà èìååò âèä: {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, x3 ≤ y ≤ 4x}.
1) Îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè ýòîé êðèâîëèíåéíîé

òðàïåöèè âîêðóã îñè Ox, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Vx = π

∫ b

a

(y2
2(x)− y2

1(x))dx = π

∫ 2

0

((4x)2 − (x3)2)dx =
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= π

∫ 2

0

(16x2 − x6)dx = π

(
16x3

3
− x7

7

) ∣∣∣2
0

= 128π

(
1

3
− 1

7

)
=

512

21
π.

2) Îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè êðèâîëèíåéíîé òðàïå-
öèè âîêðóã îñè Oy, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Vy = π

∫ d

c

(x2
2(y)− x2

1(y))dy.

Íàéä¼ì x = x1(y), âûðàçèâ x ÷åðåç y èç ðàâåíñòâà y = 4x: x = y/4.
Íàéä¼ì x = x2(y), âûðàçèâ x ÷åðåç y èç ðàâåíñòâà y = x3: x = 3

√
y.

Òîãäà

Vy = π

∫ 8

0

(( 3
√
y)2 − (y/4)2)dy = π

∫ 8

0

(
y

2
3 − 1

16
y2

)
dy =

= π

(
y

5
3

5
3

− 1

16
· y

3

3

)∣∣∣8
0

= π

(
3

5
8

5
3 − 1

16
· 8

3

3

)
=

128π

15
(êóá.åä.)

�17. Îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè Ox ïëîñ-
êîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = sinx, y = 0 (0 ≤ x ≤ π),
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Vx = π

∫ b

a

(y2
2(x)− y2

1(x))dx = π

∫ π

0

sin2 x dx =
π

2

∫ π

0

(1− cos 2x) dx =

=
π

2
(x− 1

2
sin 2x)

∣∣∣π
0

=
π2

2
(êóá.åä.)

�18. Îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé
ëèíèÿìè y = 4− x2, y = 0, x = 0, ãäå x ≥ 0, âîêðóã îñè Ox, íàõîäèòñÿ
ïî ôîðìóëå:

Vx = π

∫ b

a

(y2
2(x)− y2

1(x))dx = π

∫ 2

0

(4− x2)2dx = ...

Îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè äàííîé êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè âîêðóã îñè Oy, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Vy = π

∫ d

c

(x2
2(y)− x2

1(y))dy.

Èç ðàâåíñòâà y = 4− x2 íàõîäèì x2(y) =
√

4− y, à x1(y) = 0, ïîýòîìó

Vy = π

∫ 4

0

(
√

4− y)2dy = π

∫ 4

0

(4−y)dy = π

(
4y − y2

2

) ∣∣∣4
0

= 8π (êóá.åä.)
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8.7. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé òåë âðà-
ùåíèÿ.

�19. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì âîêðóã îñè Ox
äóãè ñèíóñîèäû y = sinx (y′ = cosx) îò x = 0 äî x = π, íàõîäèòñÿ ïî
ôîðìóëå

Sïîâ.,x = 2π

∫ b

a

|y(x)|
√

1 + (y′(x))2dx = 2π

∫ π

0

sinx
√

1 + cos2 xdx =

= −2π

∫ π

0

√
1 + cos2 x d(cosx).

Ñäåëàåì çàìåíó t = cosx, òîãäà ïîëó÷èì

Sïîâ.,x = 2π

∫ 1

−1

√
1 + t2 dt = 4π

∫ 1

0

√
1 + t2 dt =

= 4π

(
t

2

√
1 + t2 +

1

2
ln
∣∣∣t+

√
1 + t2

∣∣∣) ∣∣∣1
0

=

= 2π
(√

2 + ln
(

1 +
√

2
))

(êâ.åä.)

�20. Íàõîæäåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì
âîêðóã îñè Ox äóãè êðèâîé y = e−x îò x = 0 äî x = +∞, ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ îïðåäåë¼ííîãî (íåñîáñòâåííîãî) èíòåãðàëà

Sïîâ.,x = 2π

∫ b

a

|y(x)|
√

1 + (y′(x))2dx = 2π

∫ +∞

0

e−x
√

1 + (−e−x)2dx =

= −2π

∫ +∞

0

√
1 + (e−x)2d(e−x) = (ïîëîæèì t = e−x)

= −2π

∫ 0

1

√
1 + t2dt = 2π

∫ 1

0

√
1 + t2dt.

Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷íûì èíòåãðàëîì∫ b
a

√
1 + t2 dt =

(
t

2

√
1 + t2 +

1

2
ln
∣∣t+
√

1 + t2
∣∣) ∣∣∣b

a

è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

Sïîâ.,x = 2π

(
t

2

√
1 + t2 +

1

2
ln
∣∣∣t+

√
1 + t2

∣∣∣) ∣∣∣1
0

=
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= π(
√

2 + ln(1 +
√

2)) (êâ.åä.)

8.8. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

�21. Íàéä¼ì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

dx

(1 + x)4
.

Òàê êàê èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó, òî ýòî �
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Ïåðåéä¼ì ê äèôôåðåíöèàëó d(x+1)
è ñäåëàåì çàìåíó t = x+ 1:

+∞∫
1

d(x+ 1)

(1 + x)4
=

+∞∫
2

dt

t4
= − 1

3t3

∣∣∣+∞
2

= −1

3

(
0− 1

8

)
=

1

24
.

�22. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = lnx, v′ = 1/x3, òîãäà
u′ = 1/x, v = −1/(2x2):∫ +∞

1

lnx

x3
dx = − lnx

2x2

∣∣∣+∞
1

+
1

2

∫ +∞

1

dx

x3
=

= −
(

lim
x→+∞

lnx

2x2
− ln 1

2

)
− 1

4x2

∣∣∣+∞
1

=
1

4
.

�23. Âûäåëèâ â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò ïî x, ñäåëàåì çàìåíó
t = x+ 2 è ïåðåéä¼ì ê äèôôåðåíöèàëó d(x+ 2) (çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ):∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
=

∫ +∞

−∞

d(x+ 2)

(x+ 2)2 + 5
=

∫ +∞

−∞

dt

t2 + 5
=

1√
5

arctg
t√
5

∣∣∣+∞
−∞

=

=
1√
5

(
lim
t→+∞

arctg
t√
5
− lim

t→−∞
arctg

t√
5

)
=

1√
5

(π
2
−
(
−π

2

))
=

π√
5
.

�24. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà (ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè x→ 3 ñëåâà), òî äàííûé èíòåãðàë � íåñîáñòâåííûé
2-ãî ðîäà ñ îñîáîé òî÷êîé x = 3. Ïîëîæèì t = x/3:∫ 3

0

dx√
9− x2

=

∫ 3

0

d(x3)√
1− (x3)2

=

∫ 1

0

dt√
1− t2

= arcsin t
∣∣∣1
0

=
π

2
− 0 =

π

2
.

�25. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà â ïðàâîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = −1 (ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êî-
ãäà x ñòðåìèòñÿ ê −1), òî äàííûé èíòåãðàë � íåñîáñòâåííûé 2-ãî ðîäà.
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×òîáû âû÷èñëèòü åãî, ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = x+ 1:∫ 0

−1

dx

(x+ 1)2
=

∫ 0

−1

d(x+ 1)

(x+ 1)2
=

∫ 1

0

dt

t2
= −1

t

∣∣∣1
0

= −1 + lim
t→+0

1

t
= +∞,

ò.å. èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

�26. ×òîáû âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè äàííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà, âû-
÷èñëèì åãî çíà÷åíèå. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì:∫ +∞

0

e−xdx = −e−x
∣∣∣+∞
0

= 1.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî îí
ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèòñÿ.

�27. ×òîáû âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè äàííûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà, âû-
÷èñëèì åãî çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó t = x− 1 è âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:∫ 1

0

dx
3
√

1− x
= −

∫ 1

0

d(x− 1)
3
√
x− 1

= −
∫ 0

−1

dt
3
√
t

= −t
2
3

2
3

∣∣∣0
−1

= −3
3
√
t2

2

∣∣∣0
−1

=
3

2
.
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9 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

I. Ïîíÿòèå m-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî (åâêëèäîâà) ïðîñòðàí-
ñòâà. ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè âm-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå
îòêðûòîãî øàðà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê è å¼ ïðåäåë. Îãðàíè÷åííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê. [Òåîðåìà Áîëüö�àíî-Âåéåðøòð�àññà].

II. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îáëàñòü çà-
äàíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Ïðåäåë
ôóíêöèè lim

M→A
f(M) = b ïî Ãåéíå è ïî Êîøè. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-

öèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåë. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷-
íî áîëüøèå ôóíêöèè.

III. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ è ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæå-
ñòâå. Ïîíÿòèå òî÷åê ðàçðûâà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé (îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä íåïðåðûâíûìè â äàííîé òî÷êå
ôóíêöèÿìè, î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè, îá óñòîé÷èâîñòè çíà-
êà íåïðåðûâíîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè, î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå, 1-ÿ è 2-ÿ òåîðåìû Âåé-
åðøòðàññà).

IV. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Äèôôå-
ðåíöèàë. Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì âñåõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà. Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ íåïðåðûâíî-
ñòüþ. Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â âèäå íåïðåðûâíî-
ñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.
Ãðàäèåíò. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
(íà ïðèìåðå 2-ãî ïîðÿäêà). [n-êðàòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôîðìóëà
Òåéëîðà].

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.

[4]: Ðàçäåë VI (Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ), �15.1 (Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ), �15.2 (×àñòíûå
ïðîèçâîäíûå, ãðàäèåíò, äèôôåðåíöèàë).

[5]: Ãë. 11 (Ïîíÿòèå, ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé íåñêîëüêèõ

165



ïåðåìåííûõ). �1 (Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ è îñíîâíûå
ñâåäåíèÿ). �2 (Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ).

Ãë. 12 (×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). �1 (×àñòíûå ïðîèçâîäíûå). �3 (Äèôôåðåí-
öèàë ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò). �4 (×àñòíûå
ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ).

9.1 Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

�1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = 8
√

1− x2 + y. Èçîáðà-
çèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè Oxy.

Óêàçàíèå: ïî îïðåäåëåíèþ, êîðåíü ÷¼òíîé ñòåïåíè îïðåäåë¼í òîëüêî äëÿ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé.

�2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = ln(x + y) è èçîáðà-
çèòå å¼ íà ïëîñêîñòè Oxy.

�3. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z =
1

x+ y
.

�4. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z =
√
a2 − x2 − y2.

�5. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = arcsin
y

x2
.

9.2 Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ëèíèé (ïîâåðõíîñòåé) óðîâíÿ

Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì f(x, y) = C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà èç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ëèíèÿ óðîâíÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ êîíñòàíòå C, � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè Oxy, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñî-

õðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå C. Äëÿ ôóíêöèé òð¼õ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z)

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì f(x, y, z) = C, ãäå C � ïðîèçâîëüíî.

�6. Íàéäèòå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = ex+y (â ÿâíîì âèäå y =
g(x,C)). Èçîáðàçèòå íåñêîëüêî ëèíèé óðîâíÿ íà ïëîñêîñòè Oxy.

�7. Íàéäèòå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z =
√
y − x2 è èçîáðàçèòå èõ

íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy.

�8. Ïîñòðîéòå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = xy.

�9. Ïîñòðîéòå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = x/y.
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9.3 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå (x0, y0), åñëè lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = 0,

è áåñêîíå÷íî áîëüøîé â ýòîé òî÷êå, åñëè lim
x→x0
y→y0

f(x, y) =∞.

�10. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→0
y→0

(xy
√

1 + xy).

�11. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→1
y→−1

sin(x+ y)

x+ y
.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü 1-ì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.

�12. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→0
y→0

(xy lnxy).

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå çàìåíó t = xy, ïåðåéäèòå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ê íîâîé ïåðåìåííîé

è âîñïîëüçóéòåñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

�13. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→1
y→1

x− y
x3 − y3

.

Óêàçàíèå: ÷òîáû ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 , ðàçëîæèòå çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè

ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ.

�14. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→−2
y→1

x2y.

�15. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→0
y→0

sin(xy)

x
.

Óêàçàíèå: äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè 0
0 ñëåäóåò óìíîæèòü è ðàçäåëèòü íà y

âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ 1-ì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.

�16. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→0
y→0

xy√
xy + 1− 1

.

Óêàçàíèå: äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè 0
0 âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè¼ìîì îäíîâðåìåí-

íîãî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ äðîáè íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå.

�17. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→1
y→0

tg(2xy)

x2y
.

Óêàçàíèå: äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè 0
0 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè: tg t ∼ t ïðè t→ 0 è çàìåíèòü òàíãåíñ â ÷èñëèòåëå äðîáè íà ýêâèâàëåíò-

íóþ ôóíêöèþ.

�18. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
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9.4 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ′x(x, y) ïåðåìåííàÿ y ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì

÷èñëîì è ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ ïî x êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé x.
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′y(x, y).

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂2u

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ó ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) ñóùåñòâóþò äâå ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà
∂u

∂x
,
∂u

∂y
è ÷åòûðå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,

∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y∂x
, äâå ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êî-

òîðîì ïðîèçâîäèëîñü äèôôåðåíöèðîâàíèå. Íî åñëè ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà,

òî âñå ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

�19. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x, z
′
y ôóíêöèè

z = ex−y(2x− 1).

�20. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è ∂f

∂y ôóíêöèè

f(x, y) = sin(x+
√
y).

�21. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = y
x .

�22. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z =
x+ y

x− y
.

�23. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = sinx cos y.

�24. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 3-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = x4 + 5y3 + 3x− y.

Óêàçàíèå: ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 3-ãî ïîðÿäêà âñåãî ÷åòûðå: f ′′′x3 , f
′′′
x2y, f

′′′
xy2 ,

f ′′′y3 , òàê êàê ôóíêöèÿ òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà è ïîýòîìó âñå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, f ′′′x2y = f ′′′xyx = f ′′′yx2 è ò.ä.

9.5 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé z = f(x, y) âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà 1-ãî ïîðÿä-
êà â òî÷êå (x0, y0) èìååò âèä

dz(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy,
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ãäå ∂f
∂x (x0, y0), ∂f∂y (x0, y0) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y, âû÷èñëåííûå â ýòîé òî÷êå.

Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u = u(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ èìååì:

d2u =

(
∂

∂x
· dx+

∂

∂y
· dy
)2

u =
∂2u

∂x2
dx2 + 2

∂2u

∂x∂y
dxdy +

∂2u

∂y2
dy2,

à äëÿ ôóíêöèè u = u(x, y, z) òð¼õ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì:

d2u =

(
∂

∂x
· dx+

∂

∂y
· dy +

∂

∂z
· dz
)2

u =

=
∂2u

∂x2
dx2 +

∂2u

∂y2
dy2 +

∂2u

∂z2
dz2 + 2

∂2u

∂x∂y
dxdy + 2

∂2u

∂x∂z
dxdz + 2

∂2u

∂y∂z
dydz.

�25. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = exy(x+ y).

�26. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = ln(1 + ex + y2).

�27. Íàéäèòå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = xy.

�28. Íàéäèòå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z =
√
x2 − y2.

�29. Íàéäèòå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = sin(xy2).

�30. Íàéäèòå d2z, åñëè z = e3x−2y.

�31. Íàéäèòå d2z òàì, ãäå îí ñóùåñòâóåò, åñëè z = y lnx.

�32. Íàéäèòå ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u =
√
x2 + y2 + z2.

9.6 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà

Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm) â òî÷êå M0(x0
1, ..., x

0
m) íàçûâàåòñÿ âåêòîð ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ

gradu(M0) =

{
∂u

∂x1
(M0), ...,

∂u

∂xm
(M0)

}
.

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

gradu(x0, y0) =

{
∂u

∂x
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0)

}
.

Ìîäóëåì, èëè äëèíîé, âåêòîðà ~a = {a1, a2} íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |~a| =
√
a2

1 + a2
2.

�33. Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè z = 7−x2−y2 è åãî ìîäóëü â òî÷êå
M(1, 2).
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�34. Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè z = (x − y)2 è åãî ìîäóëü â òî÷êå
M(0, 3).

�35. Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè z = x2y − ln y â òî÷êå M(1, 1
2).

�36. Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè u = x2+y2−z2 â òî÷êåM(1,−1, 2).

9.7 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â çàäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè M0(x0, y0) ïëîñêîñòè Oxy è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0. Ðàññìîòðèì âñå-

âîçìîæíûå ëó÷è, âûõîäÿùèå èç òî÷êè M0 è ëåæàùèå â ïëîñêîñòè Oxy. Ïîíÿòíî, ÷òî
òàêèõ ëó÷åé � áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ëó÷, îïðåäåëÿþùèé íåêîòîðîå

íàïðàâëåíèå. Ïóñòü ~e � åäèíè÷íûé âåêòîð â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè.1 Âîçüì¼ì íà ïðÿ-

ìîé, ñîäåðæàùåé ëó÷ ~e, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M , îòëè÷íóþ îò òî÷êè M0.

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u = f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~e íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåë

lim
M→M0

f(M)− f(M0)

MM0
,

ãäå âåëè÷èíà îòðåçêà MM0 áåð¼òñÿ ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè òî÷êà M ëåæèò â âûáðàííîì

íàïðàâëåíèè îò òî÷êè M0, è áåð¼òñÿ ñî çíàêîì ¾-¿, åñëè òî÷êà M ëåæèò â ïðîòèâîïîëîæ-

íîì âûáðàííîìó íàïðàâëåíèè îò òî÷êèM0. Ýòó ïðîèçâîäíóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì

∂u
∂~e (M0).

�37. Íàéäèòå: 1) ãðàäèåíò ôóíêöèè u = x4 +y4−4x2y2 â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå (x, y), à òàêæå â òî÷êå (1, 0);

2) ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà, îáðàçóþ-
ùåãî ñ îñüþ Ox óãîë α = 30◦, à ñ îñüþ Oy � óãîë β = 60◦.

�38. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x + y2 â òî÷êå (0, 1) â íà-
ïðàâëåíèè áèññåêòðèñû 1-ãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Âîçðàñòàåò èëè óáû-
âàåò ôóíêöèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè (â óêàçàííîé òî÷êå)?

9.8 Çàäà÷è íà íåïðåðûâíîñòü è íàõîæäåíèå òî÷åê ðàçðûâà

�39. Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè z =
xy + 5

x2 + y2
.

�40. Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè z =
5x

y − x
.

1Åãî êîîðäèíàòû èìåþò âèä (cosα, cosβ), ãäå ÷èñëà cosα, cosβ íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèìè êî-
ñèíóñàìè, ïðè÷¼ì cos2 α+ cos2 β = 1, à α è β � óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð ~e, ñîîòâåòñòâåííî,
ñ ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé Ox, Oy.
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�41. Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè z =
sinx sin y

xy
.

�42. Ïîêàæèòå, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, y) =
√
x2 + y2

â òî÷êå (0, 0) íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå.

Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ïî îïðåäåëåíèþ, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè (äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ: lim
x→0
y→0

f(x, y) = f(0, 0)). Çàòåì, òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ,

âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êàê ïðåäåëû:

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
, f ′y(0, 0) = lim

∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

9.1. Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

�1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = 8
√

1− x2 + y çàäà¼òñÿ íåðà-
âåíñòâîì 1− x2 + y ≥ 0, ò.å. y ≥ x2− 1. Íà ïëîñêîñòè Oxy ýòî íåðàâåí-
ñòâî îïðåäåëÿåò íàäãðàôèê ôóíêöèè y = x2 − 1, ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê
ïëîñêîñòè, ëåæàùèõ íà ýòîé ïàðàáîëå èëè âûøå å¼.

�2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = ln(x + y) çàäà¼òñÿ íåðàâåí-
ñòâîì x + y > 0, ò.å. y > −x. Ýòî ïîëóïëîñêîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê
ïëîñêîñòè, ëåæàùèõ âûøå ïðÿìîé y = −x.

�3. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z =
1

x+ y
çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì

y 6= x. Ýòî âñÿ ïëîñêîñòü Oxy, èç êîòîðîé ¾óäàëåíà¿ ïðÿìàÿ y = x.

�4. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z =
√
a2 − x2 − y2 çàäà¼òñÿ íåðà-

âåíñòâîì a2 − x2 − y2 ≥ 0, èëè x2 + y2 ≤ a2, êîòîðîå îïðåäåëÿåò êðóã
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì |a| (âêëþ÷àÿ ãðàíèöó � ñàìó
îêðóæíîñòü).

�5. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = arcsin
y

x2
çàäà¼òñÿ íåðàâåí-

ñòâîì −1 ≤ y

x2
≤ 1 ⇔

{
−x2 ≤ y ≤ x2,

x 6= 0.
Ýòî îáëàñòü, çàêëþ÷¼ííàÿ

ìåæäó äâóìÿ ïàðàáîëàìè (ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ),
èç êîòîðîé óäàëåíà âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ x = 0 (îñü îðäèíàò).

9.2. Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ëèíèé (ïîâåðõíîñòåé) óðîâíÿ.

�6. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = ex+y çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì ex+y = C,
C > 0. Âûðàçèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ y, äëÿ ýòîãî ïðîëî-
ãàðèôìèðóåì äàííîå ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ e: x + y = lnC, y =
−x + lnC. Òàê êàê C > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, òî lnC ìîæåò
ïðèíèìàòü âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì, äëÿ êðàòêîñòè,
C1 = lnC, òîãäà C1 ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè óðîâíÿ äàííîé ôóíêöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âèäà y = −x+C1, ãäå êàæ-
äîìó çíà÷åíèþ C1 îòâå÷àåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Èçîáðàçèòå íåñêîëü-
êî ëèíèé óðîâíÿ íà ïëîñêîñòè Oxy ñàìîñòîÿòåëüíî, âçÿâ, íàïðèìåð,
C1 = −1, C1 = 0, C1 = 1.

�7. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z =
√
y − x2 çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì√

y − x2 = C, C ≥ 0. Íàéä¼ì îòñþäà y. Äëÿ ýòîãî âîçâåä¼ì â êâàäðàò
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y − x2 = C2, òîãäà y = x2 + C2. Îáîçíà÷èì, äëÿ êðàòêîñòè, C1 = C2,
ãäå C1 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè óðîâíÿ äàííîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñåìåéñòâî ïàðàáîë âèäà y = x2 + C1, ãäå êàæäîìó çíà÷åíèþ
C1 ≥ 0 îòâå÷àåò åäèíñòâåííàÿ ïàðàáîëà. Èçîáðàçèòå íåñêîëüêî ëèíèé
óðîâíÿ, âçÿâ, íàïðèìåð, C1 = 0, C1 = 1, C1 = 2.

�8. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = xy îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì xy =
C, îòêóäà ïðè C 6= 0 ïîëó÷àåì y = C

x . Çíà÷åíèþ C = 0 îòâå÷àþò
äâå ïðÿìûå � îñè êîîðäèíàò. Èòàê, ëèíèè óðîâíÿ äàííîé ôóíêöèè �
ýòî ñåìåéñòâî ãèïåðáîë âèäà y = C

x , à òàêæå äâå îñè êîîðäèíàò. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ãèïåðáîë âîçüìèòå, íàïðèìåð, C1 = 1, C1 = 2 è C1 = 3.

�9. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = x/y çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì x/y = C
(y 6= 0), èëè y = x

C . Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè (ïðè C 6= 0) C1 = 1
C ,

ïîëó÷èì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ äàííîé ôóíêöèè � ýòî ïó÷îê ïðÿìûõ âèäà
y = C1x, C1 ∈ R\{0}, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (êðîìå îñåé
êîîðäèíàò, ñàìî íà÷àëî êîîðäèíàò âûêîëîòî). Çíà÷åíèþ C = 0 ñîîò-
âåòñòâóåò x = 0 (îñü îðäèíàò ñ âûêîëîòîé òî÷êîé íà÷àëà êîîðäèíàò).

9.3. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé.

�10. lim
x→0
y→0

(xy
√

1 + xy) = lim
x→0
y→0

(xy) · lim
x→0
y→0

√
1 + xy = 0 · 1 = 0.

�11. Îáîçíà÷èì t = x + y, òîãäà lim
x→1
y→−1

sin(x+ y)

x+ y
= lim

t→0

sin t

t
= 1 (â

ñèëó 1-ãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà).

�12. Ïîëîæèì t = xy, òîãäà lim
x→0
y→0

(xy lnxy) = lim
t→0

(t ln t) = lim
t→0

ln t
1
t

.

Ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: lim
t→0

(ln t)′

( 1
t )
′ = lim

t→0

1
t

− 1
t2

= − lim
t→0

t = 0.

�13. lim
x→1
y→1

x− y
x3 − y3

= lim
x→1
y→1

x− y
(x− y)(x2 + xy + y2)

= lim
x→1
y→1

1

x2 + xy + y2
=

1/3.

�14. lim
x→−2
y→1

x2y = 4 (çäåñü íåò íåîïðåäåë¼ííîñòè, ïîýòîìó ïðîñòî ïîä-

ñòàâèì âìåñòî x è y èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïîëó÷èì îòâåò). Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïî
ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ ïåðåìåííûõ.

�15. lim
x→0
y→0

sin(xy)

x
= lim

x→0
y→0

(
sin(xy)

xy
· y
)

= lim
x→0
y→0

sin(xy)

xy
· lim
y→0

y = 1 · 0 = 0.
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�16.

lim
x→0
y→0

xy(
√
xy + 1 + 1)

(
√
xy + 1− 1)(

√
xy + 1 + 1)

= lim
x→0
y→0

xy(
√
xy + 1 + 1)

(
√
xy + 1− 1)(

√
xy + 1 + 1)

=

= lim
x→0
y→0

xy(
√
xy + 1 + 1)

xy
= lim

x→0
y→0

(
√
xy + 1 + 1) = 2.

�17. Ïîñêîëüêó tg(2xy) ∼ 2xy ïðè x→ 1, y → 0, òî

lim
x→1
y→0

tg(2xy)

x2y
= lim

x→1
y→0

2xy

x2y
= lim

x→1

2

x
= 2.

�18. Ïðèìåðû: z = (x − 5)3 + 3xy � áåñêîíå÷íî ìàëîÿ ïðè x → 5,
y → 0 ôóíêöèÿ, òàê êàê lim

x→5
y→0

((x − 5)3 + 3xy) = 0. Òà æå ôóíêöèÿ

z = (x−5)3+3xy ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞, y → +∞,
òàê êàê lim

x→+∞
y→+∞

((x− 5)3 + 3xy) = +∞.

9.4. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

�19. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = ex−y(2x − 1) íàéä¼ì ïî
ïðàâèëó ¾ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé¿:

z′x = (ex−y)′x · (2x− 1) + ex−y · (2x− 1)′x = ex−y · (2x− 1) + 2ex−y =

= ex−y(2x+ 1); z′y = (2x− 1) · (ex−y)′y = −(2x− 1)ex−y.

�20. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è ∂f

∂y ôóíêöèè f(x, y) = sin(x+
√
y):

f ′x(x, y) = cos(x+
√
y);

f ′y(x, y) = cos(x+
√
y) · 1

2
√
y
, y > 0.

�21. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = y
x (x 6= 0):

z′x = − y

x2
, z′y =

1

x
.

�22. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z =
x+ y

x− y
(x 6= y):

z′x =
(x+ y)′x(x− y)− (x+ y)(x− y)′x

(x− y)2
=
−2y

(x− y)2
;
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z′y =
(x+ y)′y(x− y)− (x+ y)(x− y)′y

(x− y)2
=

2x

(x− y)2
.

�23. Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà äëÿ z = sinx cos y
(òàê êàê ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñìåøàííûå ïðîèçâîä-
íûå 2-ãî ïîðÿäêà ðàâíû z′′xy = z′′yx):

z′x = cosx cos y, z′y = − sinx sin y;

z′′xx = (z′x)
′
x = − sinx cos y, z′′xy = (z′x)

′
y = − cosx sin y,

z′′yy = (z′y)
′
y = − sinx cos y.

�24. Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 3-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = x4 +
5y3 + 3x− y:

z′x = 4x3 + 3, z′y = 15y2 − 1,

z′′x2 = 12x2, z′′xy = z′′yx = 0, z′′y2 = 30y,

z′′′xxx = 24x, z′′′x2y = z′′′yx2 = z′′′xyx = 0, z′′′xyy = z′′′y2x = z′′′yxy = 0, z′′′y3 = 30.

9.5. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ.

�25. Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = exy(x+ y):

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

∂

∂x
(exy(x+ y)) · dx+

∂

∂y
(exy(x+ y)) · dy =

= (yexy(x+ y) + exy)dx+ (xexy(x+ y) + exy)dy.

�26. Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = ln(1+ex+y2):

dz =
ex

1 + ex + y2
dx+

2y

1 + ex + y2
dy =

exdx+ 2ydy

1 + ex + y2
.

�27. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ dz ïðàâèëîì ¾äèôôåðåíöèàë
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé¿:

dz = d(xy) = ydx+ xdy.

�28. Íàéä¼ì ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z =
√
x2 − y2:

dz =
2xdx

2
√
x2 − y2

− 2ydy

2
√
x2 − y2

=
xdx− ydy√
x2 − y2

(|x| > |y|).

�29. Íàéä¼ì ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = sin(xy2):

dz = cos(xy2) · y2dx+ cos(xy2) · 2xydy = cos(xy2)(y2dx+ 2xydy).
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�30. Íàéä¼ì d2z, åñëè z = e3x−2y:

dz = 3e3x−2ydx− 2e3x−2ydy = e3x−2y(3dx− 2dy).

�31. Íàéä¼ì d2z, åñëè z = y lnx (x > 0). Èìååì z′x = y
x , z

′
y = lnx,

z′′xx = − y
x2 , z

′′
xy = 1

x , z
′′
yy = 0, òîãäà

d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2 = − y

x2
dx2 +

2

x
dxdy + 0 · dy2 =

= − y

x2
dx2 +

2

x
dxdy.

�32. Íàéä¼ì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u =
√
x2 + y2 + z2:

du = u′xdx+ u′ydy + u′zdz =

=
xdx√

x2 + y2 + z2
+

ydy√
x2 + y2 + z2

+
zdz√

x2 + y2 + z2
=
xdx+ ydy + zdz√

x2 + y2 + z2
.

9.6. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà.

�33. Ãðàäèåíò ôóíêöèè z = 7 − x2 − y2 åñòü âåêòîð ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ∇z(x, y) = {z′x, z′y} = {−2x,−2y}
∣∣∣
M

= {−2,−4}. Òîãäà åãî

ìîäóëü â òî÷êå M(1, 2) ðàâåí |∇z(1, 2)| =
√

(−2)2 + (−4)2 = 2
√

5.

�34. Ãðàäèåíò ôóíêöèè z = (x− y)2 åñòü âåêòîð

∇z(x, y) = {2(x− y), 2(y − x)}
∣∣∣
M(0,3)

= {−6, 6},

òîãäà åãî ìîäóëü â òî÷êå M ðàâåí |∇z(0, 3)| =
√

(−6)2 + 62 = 6
√

2.

�35. Ãðàäèåíò ôóíêöèè z = x2y − ln y åñòü âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ∇z(x, y) = {2xy, x2 − 1
y}
∣∣∣
M(1, 12 )

= {1,−1}.

�36. Íàéä¼ì ãðàäèåíò ôóíêöèè u = x2 +y2−z2 â òî÷êåM(1,−1, 2):

∇u(x, y, z) = {u′x, u′y, u′z} = {2x, 2y,−2z}
∣∣∣
M(1,−1,2)

= {2,−2,−4}.

9.7. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â çàäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè.

�37. 1) Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñíà÷àëà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
(x, y), à çàòåì â òî÷êå (1, 0):

u′x = (4x3 − 8xy2)
∣∣
(1,0)

= 4, u′y = (4y3 − 8x2y)
∣∣
(1,0)

= 0.
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Òîãäà ãðàäèåíò ôóíêöèè â òî÷êå (x, y) åñòü âåêòîð gradu(x, y) = {4x3−
8xy2, 4y3 − 8x2y}, ïðè÷¼ì gradu(1, 0) = {4, 0}.

2) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â çàäàí-
íîì íàïðàâëåíèè:

∂u

∂~e
(1, 0) =

∂u

∂x
(1, 0) cosα+

∂u

∂y
(1, 0) cos β = 4 · cos 30◦+ 0 · cos 60◦ = 2

√
3.

�38. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå
(x0, y0) ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~e:

∂f

∂~e
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0) · cosα +

∂f

∂y
(x0, y0) · cos β, (1)

ãäå íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû cosα, cos β ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè åäè-
íè÷íîãî (åäèíè÷íîé äëèíû) âåêòîðà ~e = ~a/|~a|, ãäå âåêòîð ~a � ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

1) Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 1):

∂f

∂x
= 1
∣∣∣
(0,1)

= 1,
∂f

∂y
= 2y

∣∣∣
(0,1)

= 2.

2) Çàìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, âåêòîð ~a{1, 1} ïàðàëëåëåí áèññåêòðèñå
1-ãî êîîðäèíàòíîãî óãëà, íî ~a íå ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå âåêòî-
ðà ~e, òàê êàê èìååò íå åäèíè÷íóþ äëèíó. Îòíîðìèðóåì ýòîò âåêòîð ~a,
ðàçäåëèâ åãî íà åãî äëèíó |~a| =

√
12 + 12 =

√
2, è ïîëó÷èì åäèíè÷íûé

âåêòîð ~e ñ òàêèì æå íàïðàâëåíèåì, êàê ó âåêòîðà ~a, íî ñ äëèíîé, ðàâíîé
åäèíèöå:

~e =
~a

|~a|
=

{
1√
2
,

1√
2

}
.

Òîãäà êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ~e è áóäóò íàïðàâëÿþùèå êîñè-
íóñû:

cosα = 1/
√

2, cos β = 1/
√

2.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðà ~e:

∂f

∂~e
(0, 1) =

∂f

∂x
(0, 1) · cosα +

∂f

∂y
(0, 1) · cos β = 1 · 1√

2
+ 2 · 1√

2
=

3
√

2

2
.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò
â äàííîé òî÷êå â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè.
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9.8. Çàäà÷è íà íåïðåðûâíîñòü è íàõîæäåíèå òî÷åê ðàçðûâà.

�39. Ôóíêöèÿ z =
xy + 5

x2 + y2
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âî âñåõ òî÷êàõ

(x, y), êðîìå òî÷êè, â êîòîðîé çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ: x2 + y2 = 0 ⇔
x = 0, y = 0. Òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ðàçðûâà ýòîé
ôóíêöèè.

�40. ×òîáû íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè z =
5x

y − x
, ïðèðàâíÿåì

çíàìåíàòåëü ê íóëþ: y − x = 0. Òî åñòü òî÷êè ðàçðûâà (èõ áåñêîíå÷íî
ìíîãî!) çàïîëíÿþò ñîáîé ïðÿìóþ y = x.

�41. ×òîáû íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè z =
sinx sin y

xy
, ïðèðàâ-

íÿåì çíàìåíàòåëü ê íóëþ: xy = 0 ⇔ x = 0 èëè y = 0. Òàêèì îáðàçîì,
òî÷êè ðàçðûâà ëåæàò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ.

�42. Ïîêàæèòå, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, y) =
√
x2 + y2

â òî÷êå (0, 0) íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå.

1) Äîêàæåì, ïî îïðåäåëåíèþ, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî
óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè: lim

x→0
y→0

f(x, y) = f(0, 0).

Â ñàìîì äåëå, lim
x→0
y→0

√
x2 + y2 = 0 = f(0, 0), ò.å. ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â

òî÷êå (0, 0).
2) Âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′x(x, y) â òî÷êå (0, 0) ïî îïðåäå-

ëåíèþ, ò.å. êàê ïðåäåëû:

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

√
∆x2 + 02 − 0

∆x
=

= lim
∆x→0

|∆x|
∆x

=

{
1, åñëè ∆x > 0,

−1, åñëè ∆x < 0.

Òàê êàê çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé çàâèñèò îò çíàêà ïðèðàùåíèÿ
àðãóìåíòà ∆x, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f ′x(0, 0) íå ñóùåñòâóåò. Â ñèëó ñèì-
ìåòðè÷íîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ, àíàëîãè÷íî äî-
êàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé y.

http://www.lib.sfu.ca/help/cite-write/citation-style-guides/apa
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10 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðîñòåé-
øèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

I. Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî (áåçóñëîâíîãî) ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìó-
ìà, ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (îöåíêà çíàêà âòîðîãî
äèôôåðåíöèàëà, îöåíêà çíàêà ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè).

II. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîíÿòèå ÄÓ. Îáûêíîâåí-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ÎÄÓ: ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Îáùåå è ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.
Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y).

ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è ìåòîä èõ ðå-
øåíèÿ. ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà, çàìåíîé ñâîäÿùèåñÿ ê ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà
è äâóêðàòíîìó èíòåãðèðîâàíèþ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-
ðÿäêà. Íàõîæäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî èçâåñòíîìó âèäó
ðåøåíèé.

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
Íà äîì: ïîäãîòîâêà ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ïî òåìàì ¾Íåîïðå-

äåë¼ííûé è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàëû. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.

[4]: Ðàçäåë VI (Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ), �15.3 (Ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ. [Óñëîâíûé ýêñòðåìóì]).

[5]: Ãë. 12 (×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). �6 (Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ).

Ãë. 14 (Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ). �1 (Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà). ï.1 (Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ). ï.2 (Óðàâíåíèÿ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè). �3 (Ïðèìåðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ðàçíûõ òèïîâ).
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10.1 Çàäà÷è íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

1. Îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ u =
f(x1, x2, ..., xm) èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ñî-

îòâåòñòâåííî, ëîêàëüíûé ìèíèìóì), åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé
òî÷êè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè âåðíî
íåðàâåíñòâî: f(M) ≤ f(M0) (ñîîòâåòñòâåííî, f(M) ≥ f(M0)). Åñëè ïî-
ñëåäíèå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå (äëÿ âñåõ M èç îêðåñòíîñòè, îòëè÷íûõ îò
M0), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
(ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ u = f(x1, x2, ..., xm)
èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, åñëè îíà èìååò â

ýòîé òî÷êå ëèáî ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ëèáî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Ëî-
êàëüíûì ýêñòðåìóìîì íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà.

2. Êàê íàéòè òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà?

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, èëè ìíî-
ãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ôåðì�à). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm)
èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Òîãäà åñëè â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
âñåì ïåðåìåííûì, òî âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ, ò.å.

f ′x1(M0) = 0,

f ′x2(M0) = 0,

...................

f ′xm(M0) = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî å¼

ïåðâûé äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå ðàâåí íóëþ:

du(M0) = f ′x1(M0)dx1 + ...+ f ′xm(M0)dxm = 0.

Òî÷êè M0, â êîòîðûõ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îäíîâðåìåííî îáðàùà-
þòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè (âìåñòå ñ òî÷êàìè,
â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò, èõ îòíîñÿò ê òî÷êàì
âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà).

Èòàê, ÷òîáû íàéòè òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà, íàäî ïðèðàâíÿòü
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà ê íóëþ è ðåøèòü ýòó ñèñòåìó.
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Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îáðàùåíèå â íóëü â òî÷êå M0 âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûì è íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå M0 ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u = xy

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), èìååò â ýòîé òî÷êå ðàâíûå íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ïåðâîãî ïîðÿäêà f ′x = y, f ′y = x, íî íå èìååò â òî÷êå (0, 0) íèêàêîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ â ñàìîé òî÷êå (0, 0), à â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

3. Êàê ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ýêñòðåìóì â íàéäåííûõ òî÷êàõ
âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà, è åñëè äà, òî êàêîé èìåííî (ìàêñè-
ìóì èëè ìèíèìóì)?

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, åñòü ëè â äàííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì, ñëåäóåò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

1-é ñïîñîá . Íàäî íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2f(x, y) = f ′′x2(x, y)dx2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)dy2

è îïðåäåëèòü åãî çíàê â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà. Ðåçóëüòàò äà¼ò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
M0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm), äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â ñàìîé
òî÷êå M0. Òîãäà:

1) åñëè d2f(M0) > 0 (ïðè îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
äèôôåðåíöèàëàõ dxi, i = 1,m), òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì;

2) åñëè d2f(M0) < 0 (ïðè óñëîâèè
m∑
i=1

|dxi| 6= 0), òî â òî÷êå M0 ôóíê-

öèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì;
3) åñëè d2f(M0) íå ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîãî çíàêà (ÿâëÿåòñÿ çíàêîïå-

ðåìåííûì), òî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0 íåò.

2-é ñïîñîá . Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è èññëåäîâàòü çíàê ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ
ôóíêöèè â êàæäîé èç òî÷åê âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà:

4f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
m) = f(x0

1+4x1, x
0
2+4x2, ..., x

0
m+4xm)−f(x0

1, x
0
2, ..., x

0
m).
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1) Åñëè ýòî ïðèðàùåíèå 4f(M0) < 0 (4f(M0) ≤ 0) ïðè ëþ-
áûõ îäíîâðåìåííî íåðàâíûõ íóëþ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòîâ
(4x2

1 + ...+4x2
m 6= 0), òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé (íåñòðî-

ãèé) ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.
2) Åñëè ïðèðàùåíèå 4f(M0) â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0 ñîõðàíÿåò ïîëîæèòåëüíûé (íåîòðèöàòåëüíûé) çíàê, òî â òî÷êå M0

èìååòñÿ ñòðîãèé (íåñòðîãèé) ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
3) Åñëè æå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëü-

íûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì (íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0), òî ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå íåò.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ f(x, y) = x2 + (y − 1)2.

Ðåøåíèå. 1) Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ, âîçìîæåí ëèøü

â òî÷êàõ, ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Íàéä¼ì ýòè òî÷êè:{
f ′x = 0,

f ′y = 0
⇔

{
2x = 0,

2(y − 1) = 0
⇔

{
x = 0,

y = 1.

2) Ïðîâåðèì, áóäåò ëè â íàéäåííîé åäèíñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ýêñòðåìóì, è

åñëè äà, òî êàêîé.

1-é ñïîñîá : îöåíèì â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà. Âû÷èñëèì

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà f ′′x2(x, y) = 2, f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y) = 0, f ′′y2(x, y) = 2
è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà:

d2f(x, y) = f ′′x2(x, y)dx2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)dy2 = 2dx2 + 2 · 0dxdy + 2dy2 ⇒

d2f(0, 1) = 2dx2 + 2dy2 > 0 ïðè dx2 + dy2 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå (0, 1) ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f(0, 1) = 0.

2-é ñïîñîá : âûïèøåì â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

4f(0, 1) = f(0 +4x, 1 +4y)− f(0, 1) = 4x2 +4y2 > 0

ïðè îäíîâðåìåííî íåðàâíûõ íóëþ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòîâ 4x è 4y.
Îòâåò: â òî÷êå (0, 1) ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f(0, 1) = 0.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ f(x, y) = x2 − (y − 1)2.

Ðåøåíèå. 1) Çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:{
f ′x = 0,

f ′y = 0
⇔

{
2x = 0,

−2(y − 1) = 0
⇔

{
x = 0,

y = 1.

2) Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â íàéäåííîé òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðå-

ìóìà.

1-é ñïîñîá. Íàéä¼ì âòîðîé äèôôåðåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

d2f(x, y) = f ′′x2(x, y)dx2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)dy2 = 2dx2 − 2dy2
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è çàòåì îïðåäåëèì åãî çíàê â òî÷êå (0, 1): d2f(0, 1) = 2dx2 − 2dy2. Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî

åñëè âçÿòü dx 6= 0, dy = 0, òî ïîëó÷èì d2f(0, 1) > 0, à åñëè âûáðàòü dx = 0, dy 6= 0, òî
ïîëó÷èì d2f(0, 1) < 0. Òî åñòü âòîðîé äèôôåðåíöèàë íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà,

à ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî â åäèíñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (0, 1) ýêñòðåìóìà íåò.

2-é ñïîñîá. Âûïèøåì ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå (0, 1):

4f(0, 1) = f(0 +4x, 1 +4y)− f(0, 1) = 4x2 −4y2 > 0

(ïðè îäíîâðåìåííî íåðàâíûõ íóëþ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòîâ 4x è 4y). Çàìåòèì, ÷òî
åñëè âçÿòü 4x 6= 0, 4y = 0, òî ïîëó÷èì 4f(0, 1) > 0, à åñëè âûáðàòü 4x = 0, 4y 6= 0, òî

ïîëó÷èì 4f(0, 1) < 0. Òî åñòü ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â èññëåäóåìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî â äàííîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.

ÇÀÄÀ×È.

� 1. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

z = x2 + y2 + xy − 4x− 5y.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì î íåîòðèöàòåëüíîñòè íåïîë-

íîãî êâàäðàòà ñóììû, à èìåííî: a2 +ab+ b2 ≥ 0 ïðè âñåõ a, b ∈ R, ïðè÷åì ýòî íåðàâåíñòâî

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â ñëó÷àå a = b = 0.

� 2. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

z = y2 − x2 + xy − 2x− 6y.

� 3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

z = x2 − xy + y2 + 9x− 6y + 20

èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è îïðåäåëèòü åãî âèä. ×åìó
ðàâåí ýòîò ýêñòðåìóì?

� 4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

z = 2xy − 4x− 2y

íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ðåøèòü çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïî-
êàçàâ, ÷òî â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà: à) 2-é äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè íå ñîõðàíÿåò çíàêà; á) ïðèðàùåíèå ôóíêöèè íå ñîõðàíÿåò çíàêà.

� 5. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

z = 3x+ 6y − x2 − xy − y2.

� 6. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèé

à) z = x3 + y3 − 3xy, á) z = 1−
√
x2 + y2.
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10.2 Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Àíåêäîò (áûëü). Ëåò 20�30 íàçàä â Åêàòåðèíáóðãå (òîãäà � Ñâåðäëîâñê) ìåñòíàÿ

ãàçåòà îïóáëèêîâàëà ñòàòüþ î ðàáîòàâøåì â ýòîì ãîðîäå ìàòåìàòèêå -

àêàäåìèêå Í.Í. Êðàñîâñêîì. Ïîìèìî îáùèõ ñëîâ, êàêîé îí çàìå÷àòåëüíûé, òàì

áûëà è êîíêðåòèêà, î êîòîðîé Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ ïîâåäàë ñâîèì ñîòðóäíèêàì.

Âîò êàê îíè ïåðåñêàçàëè ñëîâà Êðàñîâñêîãî.

¾� Ïðèõîäèò êîððåñïîíäåíò îäíîé èç ìåñòíûõ ãàçåò êî ìíå â êàáèíåò. Íà äîñêå â

êàáèíåòå íàïèñàíû óðàâíåíèÿ. Êîððåñïîíäåíò ñïðàøèâàåò: ¾×åì Âû

çàíèìàåòåñü?¿ ß îòâå÷àþ: ìû çàíèìàåìñÿ èçó÷åíèåì îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà äðóãîé äåíü â ãàçåòå ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ, â

êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèëîñü: ¾Íà äîñêå áûëè íàïèñàíû ñëîæíåéøèå

óðàâíåíèÿ, êîòîðûå àêàäåìèê ïî ñâîåé ñêðîìíîñòè ñ ëåãêîñòüþ íàçûâàåò

îáûêíîâåííûìè¿.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-

ìåííûìè xdx+ ydy = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå ydy = −xdx è âîçüì¼ì íåîïðåäåë¼ííûé èíòå-

ãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:∫
ydy = −

∫
xdx ⇔ y2

2
= −x

2

2
+
C2

2
⇔ x2 + y2 = C2.

Ìû âèäèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî

êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò è ðàäèóñîì C.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü (íàéòè îáùåå ðåøåíèå) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà

y′ + y2 = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå dy
dx = −y2, èëè −dy

y2
= dx. Âîçüì¼ì íåîïðåäå-

ë¼ííûé èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:

−
∫
dy

y2
=

∫
dx ⇔ 1

y
= x+ C ⇔ y =

1

x+ C
,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå
dy

dx
= xy2 + 2xy ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = 1 (çàäà÷ó

Êîøè).

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
dy

dx
= xy(y + 2).

1) Ïóñòü y(y + 2) 6≡ 0, òîãäà
dy

y(y + 2)
= xdx.

Âîçüì¼ì íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
dy

y(y + 2)
=

∫
xdx ⇔ 1

2

∫
(y + 2)− y
y(y + 2)

dy =

∫
xdx ⇔

∫ (
1

y
− 1

y + 2

)
dy =

∫
2xdx

184



ln |y| − ln |y + 2| = x2 + C1 ⇔ ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = x2 + C1 (C1 ∈ R).

Äàëåå óäîáíî ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó C1 â âèäå lnC (C > 0):

ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = x2 + lnC ⇔ ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣− lnC = x2 ⇔ ln

∣∣∣∣ y

C(y + 2)

∣∣∣∣ = x2.

Ïîòåíöèðóÿ1 ïî îñíîâàíèþ e, ïîëó÷èì∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = Cex
2

(C > 0) ⇔ y

y + 2
= Cex

2
(C ∈ R),

îòêóäà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå

y =
2Cex

2

1− Cex2
.

Ó÷ò¼ì íà÷àëüíîå óñëîâèå: 1 =
2C

1− C
, îòêóäà C =

1

3
. Ïîäñòàâëÿÿ â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó-

÷àåì îêîí÷àòåëüíî y =
2ex

2

3− ex2
.

2) Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèè y ≡ 0 è y ≡ −2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-

ÿìè äàííîãî ÎÄÓ (íå ïîëó÷àåìûìè èç îáùåãî ðåøåíèÿ), îäíàêî îíè íå óäîâëåòâîðÿþò

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå. Òàêîé æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äðóãèì ñïîñîáîì: âû÷èñ-

ëåíèåì îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà∫ y

1

dy

y(y + 2)
=

∫ x

0
xdx. Îòâåò: y =

2ex
2

3− ex2
.

ÇÀÄÀ×È.

� 7. Ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíêöèÿ y = 3 tg x îáûêíîâåííî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 3y′′ = 2yy′?

� 8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ z = ln(
√
x +
√
y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

1

2
.

� 9. Ïðîâåðüòå, ÷òî
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
äëÿ ôóíêöèè z = ln(x− 2y).

� 10. Ïîêàæèòå, ÷òî
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0 äëÿ ôóíêöèè z = ex cos y.

1Ïðîïîòåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî A = B ïî îñíîâàíèþ e îçíà÷àåò ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó
ðàâåíñòâó eA = eB .
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� 11. Ðåøèòå ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà

x(1 + y2) + y(1 + x2)
dy

dx
= 0.

� 12. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ exdx − (1 + ex)ydy = 0, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ y(0) = 1. Ðåøèòü çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

� 13. Íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2y′ + y2 = 0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ y0 = 1 ïðè x0 = −1.

� 14. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ =
√

1− y2.

� 15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u =
√
x2 + y2 + z2, òî(

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= 1.

� 16. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ z = e
x
y óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-

àëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

y
∂2z

∂x∂y
=
∂z

∂y
− ∂z

∂x
.

Ïðèìåð (ê ñëåäóþùåé çàäà÷å). Íàéòè îáùèé èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà y′′ =
y′

x
.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ y′ = p, y′′ =
dp

dx
, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dp

dx
=
p

x
⇔ dp

p
=
dx

x
⇔

∫
dp

p
=

∫
dx

x
⇔ ln |p| = ln |x|+ lnC1

ln |p| = ln(C1|x|) ⇔ p(x) = C1x (C1 ∈ R).

Çàìåíèì p(x) íà
dy

dx
:

dy

dx
= C1x ⇔ dy = C1xdx ⇔

∫
dy = C1

∫
xdx ⇔ y = C1

x2

2
+ C2.

Ýòî è åñòü èñêîìûé îáùèé èíòåãðàë, îïèñûâàþùèé âñå ðåøåíèÿ äàííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ.

� 17. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ = x,

ïîëàãàÿ y′ = p è ñâîäÿ ê óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè
ñ òåì æå óðàâíåíèåì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) = 1, y′(0) = 2.
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� 18. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ

y = (C1 + C2x)ex.

� 19. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà îêðóæíî-
ñòåé

(x− C)2 + y2 = 1.

� 20. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = −y
x
è èçîáðàçèòå

íà ïëîñêîñòè Oxy èíòåãðàëüíûå êðèâûå y = ϕ(x,C), ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïîñòîÿííîé C (ò.í. ôàçîâûé ïîðòðåò òðàåêòî-
ðèé).
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß:

10.1. Çàäà÷è íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû.

�1. Ðåøåíèå. 1) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z =
x2 + y2 + xy − 4x− 5y:{

z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
2x+ y − 4 = 0,

2y + x− 5 = 0
⇔

{
x = 1,

y = 2.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ìîæåò áûòü ýêñòðå-
ìóì � ýòî òî÷êà M(1, 2).

2) Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â íàéäåííîé òî÷êå.
Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè (ñíà÷àëà â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå (x, y), à çàòåì � â òî÷êå M(1, 2)). Ïîñêîëüêó z′′xx = 2,
z′′xy = 1, z′′yy = 2, òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = 2dx2 + 2dxdy + 2dy2.

Èòàê, d2z
∣∣∣
(1,2)

= 2(dx2 + dxdy + dy2) > 0 ïðè îäíîâðåìåííî íå îáðàùà-

þùèõñÿ â íóëü äèôôåðåíöèàëàõ dx è dy. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå (1, 2)
ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Ïîäñòàâëÿÿ â ôóíêöèþ êîîðäè-
íàòû òî÷êè, íàõîäèì zmin = −7.

Îòâåò: zmin = z(1, 2) = −7.
�2. 1) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = y2−x2 +

xy − 2x− 6y:{
z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
−2x+ y − 2 = 0,

2y + x− 6 = 0
⇔

{
x = 2

5 ,

y = 14
5 .

Èòàê, ýêñòðåìóì âîçìîæåí ëèøü â òî÷êå M(2
5 ,

14
5 ).

2) Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â
íàéäåííîé òî÷êå M . Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè â ýòîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z′′xx = −2, z′′xy = 1,
z′′yy = 2, òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = −2dx2 + 2dxdy + 2dy2.

Ïîýòîìó è â òî÷êå M(2
5 ,

14
5 ) èìååì

d2z
∣∣∣
( 2
5 ,

14
5 )

= −2dx2 + 2dxdy + 2dy2.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè dy = dx(6= 0), òî d2z(M) = 2dx2 > 0, à åñëè âçÿòü
dy = −dx(6= 0), òî d2z(M) = −2dx2 < 0. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé äèô-
ôåðåíöèàë íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà â äàííîé òî÷êå, ïîýòîìó
â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.

Îòâåò: ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
�3. 1) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x2 −

xy+y2 + 9x−6y+ 20. Â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñòðåìóìà:{

z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
2x− y + 9 = 0,

−x+ 2y − 6 = 0
⇔

{
x = −4,

y = 1.

Èòàê, ýêñòðåìóì âîçìîæåí ëèøü â òî÷êå M(−4, 1).
2) Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìó-

ìà â íàéäåííîé òî÷êå M . Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöè-
àë ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z′′xx = 2,
z′′xy = z′′yx = −1, z′′yy = 2, òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = 2dx2 − 2dxdy + 2dy2.

Ïîýòîìó è â òî÷êå M(−4, 1) èìååì

d2z
∣∣∣
(−4,1)

= 2dx2 − 2dxdy + 2dy2 = 2(dx2 − dxdy + dy2).

Òàê êàê íåïîëíûé êâàäðàò ðàçíîñòè (â ñêîáêàõ) âñåãäà ïîëîæèòå-
ëåí ïðè dx è dy, îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü, òî âòîðîé
äèôôåðåíöèàë ïîëîæèòåëåí â èññëåäóåìîé òî÷êå, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ
èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ìèíèìóì. ×òîáû íàéòè åãî çíà÷åíèå,
ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ êîîðäèíàòû òî÷êè M(−4, 1) è ïîëó÷èì, ÷òî
zmin = z(−4, 1) = −1.

Îòâåò: ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå
M(−4, 1), ïðè÷¼ì zmin = z(−4, 1) = −1.

�4. 1) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = 2xy −
4x− 2y. Â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñ-
òðåìóìà:{

z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
2y − 4 = 0,

2x− 2 = 0
⇔

{
x = 1,

y = 2.

Èòàê, ýêñòðåìóì âîçìîæåí ëèøü â òî÷êå M(1, 2).
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2) Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â
íàéäåííîé òî÷êå M .

1-é ñïîñîá. Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z′′xx = 0, z′′xy = z′′yx = 2,
z′′yy = 0, òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = 4dxdy.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè dy = dx(6= 0), òî d2z(M) = 4dx2 > 0, à åñëè âçÿòü
dy = −dx(6= 0), òî d2z(M) = −4dx2 < 0. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé äèô-
ôåðåíöèàë íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà â äàííîé òî÷êå, ïîýòîìó
â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.

2-é ñïîñîá. Íàéä¼ì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå M(1, 2):

∆z(1, 2) = z(1 + ∆x, 2 + ∆y)− z(1, 2) =

= 2(1 + ∆x)(2 + ∆y)− 4(1 + ∆x)− 2(2 + ∆y)− z(1, 2) = 2∆x∆y.

Åñëè âçÿòü ∆y = ∆x (6= 0), òî ∆z(1, 2) = 2∆x2 > 0, à åñëè âçÿòü ∆y =
−∆x (6= 0), òî ∆z(1, 2) = −2∆x2 < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè â òî÷êå íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà â îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè, ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïîýòîìó
â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.

Îòâåò: ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
�5. 1) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = 3x+6y−

x2 − xy − y2. Â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà:{

z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
3− 2x− y = 0,

6− x− 2y = 0
⇔

{
x = 0,

y = 3.

Èòàê, ýêñòðåìóì âîçìîæåí ëèøü â òî÷êå M(0, 3).
2) Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà

â íàéäåííîé òî÷êå M . Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z′′xx = −2,
z′′xy = z′′yx = −1, z′′yy = −2, òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = −2dx2 − 2dxdy − 2dy2 =

= −2(dx2 + dxdy + dy2) < 0.
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Òàê êàê íåïîëíûé êâàäðàò ñóììû (â ñêîáêàõ) âñåãäà ïîëîæèòåëåí ïðè
dx è dy, îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü, òî âòîðîé äèôôåðåí-
öèàë îòðèöàòåëåí â èññëåäóåìîé òî÷êå, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ èìååò â ýòîé
òî÷êå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. ×òîáû íàéòè åãî çíà÷åíèå, ïîäñòàâèì â
ôóíêöèþ êîîðäèíàòû òî÷êè M(0, 3) è ïîëó÷èì, ÷òî zmax = z(0, 3) = 9.

Îòâåò: ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå
M(0, 3), ðàâíûé zmax = 9.

�6. à) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x3 +y3−
3xy. Â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà:{

z′x = 0,

z′y = 0
⇔

{
3x2 − 3y = 0,

3y2 − 3x = 0
⇔

{
x = 0,

y = 0,
èëè

{
x = 1,

y = 1.

Èòàê, ýêñòðåìóì âîçìîæåí â äâóõ òî÷êàõ M1(0, 0) è M2(1, 1).
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â íàéäåí-

íûõ òî÷êàõ. Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè. Ïî-
ñêîëüêó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z′′xx = 6x, z′′xy = z′′yx = −3, z′′yy = 6y,
òî

d2z
∣∣∣
(x,y)

= z′′x2dx
2 + 2z′′xydxdy + z′′y2dy

2 = 6xdx2 − 6dxdy + 6ydy2 =

= 6(xdx2 − dxdy + ydy2).

Òîãäà d2z
∣∣∣
(0,0)

= −6dxdy è íå èìååò îïðåäåëåííîãî çíàêà, ïîýòîìó

äàííàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé. Â òî æå âðåìÿ d2z
∣∣∣
(1,1)

=

6(dx2 − dxdy + dy2) > 0, ò.å. â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé
ìèíèìóì, ðàâíûé −1.

Îòâåò: zmin = z(1, 1) = −1.
á) Íàéäåì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = 1−

√
x2 + y2.

Â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà:{
z′x = 0,

z′y = 0
⇔


x√
x2+y2

= 0,

y√
x2+y2

= 0

Åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ãäå ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå � ýòî òî÷êà (0, 0). Ïðîâåðèì, áóäåò ëè â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì. Èññëåäóåì çíàê ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

∆z(0, 0) = z(0 + ∆x, 0 + ∆y)− z(0, 0) =
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= 1−
√

∆x2 + ∆y2 − 1 = −
√

∆x2 + ∆y2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ èìååò (ñòðîãèé) ëîêàëüíûé ìàê-
ñèìóì, ðàâíûé zmax = 1.

Îòâåò: zmax = z(0, 0) = 1.

10.2. Çàäà÷è íà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

�7. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ:

y′ =
3

cos2 x
⇒ y′′ = 3 · (−2) · 1

cos3 x
· (− sinx) =

=
6 sinx

cos3 x
.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ y = 3 tg x â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 3y′′ =
2yy′ è ïîëó÷èì:

3y′′ = 2yy′ ⇔ 3 · 6 sinx

cos3 x
= 2 · 3 tg x · 3

cos2 x
,

÷òî âåðíî.
Îòâåò: ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
�8. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ z = ln(

√
x +
√
y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

1

2
.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂z

∂x
=

1√
x+
√
y
· 1

2
√
x
,

∂z

∂y
=

1√
x+
√
y
· 1

2
√
y
.

Âû÷èñëèì

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= x · 1√

x+
√
y
· 1

2
√
x

+ y
1√

x+
√
y
· 1

2
√
y

=

=
1

2
·
√
x√

x+
√
y

+
1

2
·
√
y

√
x+
√
y

=
1

2
,

ò.å. ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó ÄÓ.
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�9. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ z = ln(x−2y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
. (Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: ñìå-

øàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ó ýòîé ôóíêöèè ðàâíû).
Íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå:

∂z

∂x
=

1

x− 2y
⇒ ∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
1

x− 2y

)
=

= − 1

(x− 2y)2
· (−2) =

2

(x− 2y)2
;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∂z

∂y
=
−2

x− 2y
⇒ ∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x

(
−2

x− 2y

)
=

= −2 ·
(
− 1

(x− 2y)2

)
=

2

(x− 2y)2
,

ò.å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

�10. Ïîêàæåì, ÷òî
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0 äëÿ ôóíêöèè z = ex cos y. Íàé-

ä¼ì äëÿ ýòîãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñíà÷àëà ïåðâîãî, à çàòåì âòîðîãî
ïîðÿäêîâ:

∂z

∂x
= ex cos y ⇒ ∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y;

∂z

∂y
= −ex sin y ⇒ ∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y
(−ex sin y) = −ex cos y.

Ïîýòîìó
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�11. Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x(1 + y2)dx+ y(1 + x2)dy = 0

è ðàçäåëèì íà (1 + x2)(1 + y2):

x

1 + x2
dx+

y

1 + y2
dy = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì:∫
xdx

1 + x2
+

∫
ydy

1 + y2
= C1 ⇔ 1

2

∫
d(x2 + 1)

1 + x2
+

1

2

∫
d(y2 + 1)

1 + y2
= C1
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1

2
ln(1 + x2) +

1

2
ln(1 + y2) =

1

2
lnC,

îòñþäà (1 + x2)(1 + y2) = C, C > 0, � îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: (1 + x2)(1 + y2) = C, C > 0.

�12. Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
ex

1 + ex
dx =

ydy è ïðîèíòåãðèðóåì∫
exdx

1 + ex
=

∫
ydy ⇔

∫
d(ex)

1 + ex
=

∫
ydy ⇔

∫
d(1 + ex)

1 + ex
=

∫
ydy

ln(1+ex)+lnC =
y2

2
, ⇔ ln(C(1+ex)) =

y2

2
⇔ y2 = 2 ln(C(1+ex)).

Íàéä¼ì C, ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

12 = 2 ln(C(1 + e0)) ⇔ C =

√
e

2
⇔ y2 = ln

(
e

(
1 + ex

2

)2
)
.

2-é ñïîñîá. Ïðèâåäÿ óðàâíåíèå ê âèäó
ex

1 + ex
dx = ydy, âîçüì¼ì îïðå-

äåë¼ííûé èíòåãðàë∫ x

0

exdx

1 + ex
=

∫ y

1

ydy ⇔
∫ x

0

d(ex)

1 + ex
=

∫ y

1

ydy ⇔
∫ x

0

d(1 + ex)

1 + ex
=

∫ y

1

ydy

ln(1+ex)
∣∣∣x
0

=
y2

2

∣∣∣y
1
, ⇔ ln(1+ex)−ln 2 =

y2

2
−1

2
⇔ y2 = ln

(
e

(
1 + ex

2

)2
)
.

�13. Ðåøåíèå. Èìååì:
dy

dx
· x2 = −y2.

à) Ïóñòü x 6= 0, y 6= 0, òîãäà

dy

y2
= −dx

x2
⇔
∫ y

1

dy

y2
= −

∫ x

−1

dx

x2
⇔ −1

y

∣∣∣y
1

= −1

x

∣∣∣x
−1
⇔

−1

y
+ 1 = −1

x
− 1 ⇔ 1

y
=

1

x
+ 2 ⇔ y =

x

1 + 2x
.

á) Ôóíêöèÿ y ≡ 0, êàê ïîêàçûâàåò ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì, íî îíî íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Îòâåò: y =
x

1 + 2x
(x 6= 0).

�14. Ðåøåíèå. ÎÄÇ: −1 ≤ y ≤ 1.
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à) Ïóñòü y 6= ±1, òîãäà
∫ dy√

1− y2
=
∫
dx, èëè arcsin y = x + C.

Ìû íàøëè îáùèé èíòåãðàë, íàéä¼ì èç íåãî îáùåå ðåøåíèå. Çàìåòèì,

÷òî òàê êàê arcsin y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà
(
−π

2
,
π

2

)
, òî è

x+C ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó ôóíêöèþ ñèíóñ è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèíóñ è àðêñèíóñ � âçàèìíî îáðàòíûå ôóíêöèè è ïîýòîìó

sin(arcsin y) = y, ïîëó÷èì y = sin(x+ C), ãäå x+ C ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

á) Ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèè y ≡ 1 è
y ≡ −1 òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè.

Îòâåò: y = sin(x+ C), ãäå x+ C ∈
(
−π

2
,
π

2

)
; y ≡ ±1, ãäå x ∈ R.

�15. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè u =
√
x2 + y2 + z2, òî(

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂u

∂x
=

x√
x2 + y2 + z2

,
∂u

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

,
∂u

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2

.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
�16. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ z = e

x
y óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-

íîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

y
∂2z

∂x∂y
=
∂z

∂y
− ∂z

∂x
.

Â ñàìîì äåëå, âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂z

∂x
= e

x
y · 1
y
,

∂z

∂y
= e

x
y ·
(
− x
y2

)
,

∂2z

∂x∂y
= e

x
y

(
− x
y2

)
· 1
y

+e
x
y

(
− 1

y2

)
=

= −e
x
y

y2

(
x

y
+ 1

)
.

Ïîäñòàâèì â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

y ·

(
−e

x
y

y2

(
x

y
+ 1

))
= e

x
y ·
(
− x
y2

)
− e

x
y · 1

y
.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî.

195



�17. Ðåøåíèå. Òàê êàê y′ = p, òî y′′ =
dp

dx
. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì

dp

dx
= x ⇔ dp = xdx ⇔

∫
dp =

∫
xdx ⇔ p =

x2

2
+ C1.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó:

dy

dx
=
x2

2
+ C1 ⇔ dy =

(
x2

2
+ C1

)
dx

⇔
∫
dy =

∫ (
x2

2
+ C1

)
dx ⇔ y =

x3

3
+ C1x+ C2,

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
×òîáû èç íàéäåííîãî îáùåãî ðåøåíèÿ âûäåëèòü îäíî (ðåøåíèå çà-

äà÷è Êîøè), ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî y′ = x2

2 + C1 óñëîâèå y′(0) = 2:
2 = 02

2 + C1 è íàéä¼ì C1 = 2. ×òîáû òåïåðü íàéòè C2, ó÷ò¼ì â ðà-
âåíñòâå y = x3

3 + 2x + C2 îñòàâøååñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 1:
1 = 03

3 + 2 · 0 + C2, îòêóäà C2 = 1. Èòàê, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áóäåò
ôóíêöèÿ y = x3

3 + 2x+ 1.
�18. Ðåøåíèå. Äâàæäû äèôôåðåíöèðóÿ çàäàííóþ ôóíêöèþ, íàõî-

äèì, ÷òî

y′ = (C1 + C2x)′ex + (C1 + C2x)(ex)′ = C2e
x + y ⇒ y′′ = C2e

x + y′.

Èç ðàâåíñòâà y′ = C2e
x + y ïîëó÷àåì, ÷òî C2e

x = y′ − y. Ïîäñòàâèì â
ðàâåíñòâî y′′ = C2e

x + y′, èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì âûðàæåíèå C2e
x:

y′′ = (y′ − y) + y′ ⇔ y′′ − 2y′ + y = 0.

Ýòî è åñòü èñêîìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà.
�19. Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì 2(x−C)+2yy′ = 0, îòñþäà

y′ = −x−C
y . Èñêëþ÷àåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C. Äëÿ ýòîãî

èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x−C = −yy′ è, ïîäñòàâëÿÿ â äàííîå
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

y2y′2 + y2 = 1.

Ýòî è åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äàííîãî ñåìåéñòâà îêðóæíî-
ñòåé.
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�20. Ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì äàííîãî

óðàâíåíèÿ â îáëàñòè y > 0 è y < 0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y =
C

x
, ãäå C �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ãåîìåòðè÷åñêè îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñåìåéñòâî ãèïåðáîë y =
C

x
, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîáðàæàåò ÷àñòíîå

ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ. Çàäàâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x0 = 1, y0 = 1,
èç ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âûäåëèòü òó ãèïåðáîëó, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êó (1, 1) ïëîñêîñòè Oxy.
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11 ÑÅÌÈÍÀÐ: Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàçäåë: ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

I. Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïîíÿòèå ìàòðèöû è å¼ ðàçìåð-
íîñòü. Ðàâíûå ìàòðèöû, êâàäðàòíûå ìàòðèöû, äèàãîíàëüíûå ìàòðè-
öû, åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû. Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè
(óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî, ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) ìàòðèö, ïåðåìíî-
æåíèå ìàòðèö, âîçâåäåíèå êâàäðàòíîé ìàòðèöû â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü,
òðàíñïîíèðîâàíèå) è èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Âû÷èñ-
ëåíèå îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ. Ïðèëîæåíèÿ: âû÷èñ-
ëåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òð¼õ çàäàííûõ òî÷êàõ (íà
ïëîñêîñòè); óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çà-
äàííûå òî÷êè; óñëîâèå òîãî, ÷òî òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñâîéñòâà îáðàòíûõ
ìàòðèö. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû (ïî îïðåäåëåíèþ) äëÿ ìàòðèö
2-ãî ïîðÿäêà.

II. Ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Îñ-
íîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìû 2-õ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 2 íåèçâåñòíûìè
è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ (ìåòîä îïðåäåëèòåëåé è ôîðìóëû Êðàìåðà, ìå-
òîä îáðàòíîé ìàòðèöû, ìåòîä ïîäñòàíîâêè, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (ìåòîä Ãàóññà), ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä). Ñèñòå-
ìû 3-õ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 3 íåèçâåñòíûìè: ìåòîä îïðåäåëèòåëåé.

Ëèòåðàòóðà.

[4]. Ðàçäåë 1 (Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ñ ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè). Ãë. 1 (Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè), 1.1 (Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ìàò-
ðèöàõ), 1.2 (Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè), 1.3 (Îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ
ìàòðèö), 1.4 (Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé), 1.5 (Îáðàòíàÿ ìàòðèöà).

Ãë. 2 (Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé), 2.1 (Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðå-
äåëåíèÿ), 2.2 (Ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè. Ìåòîä
îáðàòíîé ìàòðèöû è ôîðìóëû Êðàìåðà), 2.6 (Ðåøåíèå çàäà÷).

[5]. ×àñòü 2 (Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ). Ãë. 10 (Ýëåìåíòû âûñøåé àëãåáðû), �1 (Ìàòðèöû), �2 (Îïðåäå-
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ëèòåëè), �4 (Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå
îáðàòíîé ìàòðèöû).

Êîíòðîëü çíàíèé: ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì ¾Íåîïðåäåë¼í-
íûé è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàëû. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.

11.1 Çàäà÷è íà ìàòðèöû

� 1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) = 2x2 − 5x+ 3 îò ìàòðèöû

A =

(
2 4
1 0

)
.

� 2. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A−1 =

(
−2 1

5
3 −2

3

)
îáðàòíîé ê

ìàòðèöå A =

(
2 3
5 6

)
?

� 3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè âçàèìíî îáðàòíûìè äàííûå ìàòðèöû
A è B:

A =

(
1 −1
1 0

)
, B =

(
0 1
−1 1

)
?

� 4. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

à) A =

(
1 0
2 −1

)
; á) A =

(
0 1
2 −1

)
.

� 5. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A îáðàòíîé ê ìàòðèöå B, åñëè

A =

 4 7 −6
−8 −15 13
−1 −1 1

 , B =

2 1 −1
5 2 4
7 3 4

?

� 6. à) Ïîñòðîéòå òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó QT ê ìàòðèöå

Q =

 1 a 1
0 0 3
−5 0 1


è á) âûÿñíèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííîé?
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� 7. Äàíà ìàòðèöà A =

2 1 −1
5 2 4
7 3 4

. Íàéäèòå ((AT)T)T.

11.2 Çàäà÷è íà îïðåäåëèòåëè

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ðàçëîæåíèåì åãî ïî 1-ìó ñòîëáöó:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .
� 8. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 2-ãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣3 −2
4 6

∣∣∣∣.
� 9. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 2-ãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣.
� 10. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
−2 1 3
2 0 −2

∣∣∣∣∣∣.
� 11. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣∣∣
a 1 a

−1 a 1
a −1 a

∣∣∣∣∣∣.
� 12. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A:

à) A =

(
2 5
6 1

)
, á) A =

1 2 0
5 1 2
0 3 1

 .

� 13. Âû÷èñëèòå òîò æå îïðåäåëèòåëü, ÷òî â çàäà÷å 12(á), íî èñïîëü-
çóÿ ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè.

� 14. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
6 −6 2
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
ðàçíûìè ñïîñîáàìè: à) ïåðåìíîæåíèåì ýëåìåíòîâ; á) ðàñêðûâàÿ ïî 1-é
ñòðîêå; â) ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèâ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé.

� 15. Óïðîñòèòå è âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣
a −a a

a a −a
a −a −a

∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣
m+ a m− a a
n+ a 2n− a a
a −a a

∣∣∣∣∣∣ .
200



� 16. Íå ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, à ëèøü èñïîëüçóÿ åãî ñâîéñòâà,
äîêàæèòå (îáúÿñíèòå) ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 1 17
2 2 15
3 3 9

∣∣∣∣∣∣ = 0; á)

∣∣∣∣∣∣
1 3 −2
5 0 1
2 6 −4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

â)

∣∣∣∣∣∣
αb1 + βc1 b1 c1

αb2 + βc2 b2 c2

αb3 + βc3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0; ã)

∣∣∣∣∣∣
sin2 α cos2 α cos 2α
sin2 β cos2 β cos 2β
sin2 γ cos2 γ cos 2γ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

� 17. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b).

� 18. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0.

� 19. Íàéäèòå x èç óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣
x2 4 9
x 2 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòå îïðåäåëèòåëü ïî 1-ìó ñòîëáöó.

� 20. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 0 <

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
1 x −2
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ < 1.

� 21. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(−3, 0), B(0, 5), C(1,−2).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé S = ±1
2

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ .
11.3 Çàäà÷è íà ñèñòåìû óðàâíåíèé

1. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïóñòü ðåøàåòñÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

AX = B,

â êîòîðîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû An×n íå ðàâåí íóëþ (â ýòîì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1). ×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó, íàäî âû÷èñ-
ëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó è çàòåì óìíîæèòü ñëåâà îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî
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óðàâíåíèÿ AX = B íà A−1:

A−1AX = A−1B.

Ïîñêîëüêó A−1A = E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà) è EX = X, òî ïîëó÷èì
èñêîìîå ðåøåíèå

X = A−1B.

2. Ìåòîä îïðåäåëèòåëåé äëÿ ñèñòåì äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì âòîðîãî
ïîðÿäêà {

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2,

ñëåäóåò íàéòè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

4 =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
è âûïèñàòü äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëÿ

4x =

∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣ , 4y =

∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣ .
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) Åñëè 4 6= 0, òî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì Êð�àìåðà

x =
4x

4
, y =

4y

4
.

2) Åñëè 4 = 0 è õîòÿ áû îäèí èç îïðåäåëèòåëåé 4x,4y îòëè÷åí îò
íóëÿ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé (íåñîâìåñòíà).

3) Åñëè 4 = 4x = 4y = 0, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè Oxy
ïðÿìóþ ëèíèþ. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ
ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè:

1) ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ è îçíà÷àåò íåïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè x è y):

a1

a2
6= b1

b2
;
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2) ïðÿìûå ñîâïàäàþò (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû è îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âñåõ êîýôôè-
öèåíòîâ äâóõ óðàâíåíèé):

a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
;

3) ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû):

a1

a2
=
b1

b2
6= c1

c2
.

Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ïðîïîðöèÿõ âûøå êîýôôèöèåíòû â çíàìåíàòåëÿõ
ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ, åñëè ïðè ýòîì â ÷èñëèòåëå òàêæå ñòîèò íóëü.

3. Ìåòîä îïðåäåëèòåëåé äëÿ ñèñòåì òð¼õ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì òðåòüåãî
ïîðÿäêà 

a1x+ b1y + c1z = d1,

a2x+ b2y + c2z = d2,

a3x+ b3y + c3z = d3

ñëåäóåò íàéòè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

4 =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
è âûïèñàòü òðè âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëÿ

4x =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , 4y =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ , 4z =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ .
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) Åñëè 4 6= 0, òî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì Êð�àìåðà

x =
4x

4
, y =

4y

4
, z =

4z

4
.

2) Åñëè 4 = 0 è õîòÿ áû îäèí èç îïðåäåëèòåëåé 4x,4y,4z îòëè÷åí
îò íóëÿ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé (íåñîâìåñòíà).

3) Åñëè 4 = 4x = 4y = 4z = 0, òî ñèñòåìà ëèáî ñîâñåì íå èìååò
ðåøåíèé, ëèáî (åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå), òî îíà èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
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Ïðàâèëî 1. Åñëè êàêèå-ëèáî äâà óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå èìåþò ïðîïîð-
öèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû

a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
=
d1

d2
,

òî ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû è îäíî èç íèõ ìîæíî îòáðîñèòü. Â ñè-
ñòåìå îñòàíåòñÿ äâà óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìîæåò èìåòü èëè
íå èìåòü ðåøåíèé.

Ïðàâèëî 2. Åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ óðàâíåíèé

a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
6= d1

d2
,

òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðàâèëî 3. Åñëè îäíî èç óðàâíåíèé â ñèñòåìå åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ äâóõ äðóãèõ, ò.å., íàïðèìåð, (3) = α ·(1)+β ·(2), òî ýòî óðàâíåíèå
íå íåñ¼ò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè è åãî ìîæíî îòáðîñèòü. Îñòàíåò-
ñÿ ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèñòåìû òð¼õ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Êàæäîå èç óðàâíåíèé çàäà¼ò â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïëîñêîñòü.

1) Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êîîðäèíàòû êîòîðîé è áóäóò
ðåøåíèåì.

2) Ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîñêîñòè
ïàðàëëåëüíû èëè òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé, ïî êîòîðîé
ïåðåñåêàþòñÿ ïåðâûå äâå ïëîñêîñòè.

3) Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè ëèáî âñå òðè ïëîñ-
êîñòè ñîâïàäàþò, ëèáî âñå òðè ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ.

� 22. Ñâîäÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ðåøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå A ·
X = B, ãäå

A =

(
4 1
3 2

)
, B =

(
6
7

)
.

� 23. Ðåøèòå ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé ïðè âñåõ a ñèñòåìû óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà

à)

{
ax− 3y = 1,

ax− 2y = 2;
á)

{
2x− ay = 5,

y − 2x = −5.
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� 24. Ïåðåñåêàþòñÿ ëè â îäíîé òî÷êå ïðÿìûå 2x−3y = 6, 3x+y = 9,
x+ 4y = 3?

Óêàçàíèå: ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

� 25. Ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 + x2 + 4x3 = 1,

2x1 + x2 + 6x3 = 2,

3x1 + 3x2 + 13x3 = 2,

åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà A−1 =

 5 1 −2
8 −1 −2
−3 0 1

, îáðàòíàÿ ìàòðèöå A

ñèñòåìû.
� 26. Ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé (ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà) ðåøèòå ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé 
2x1 − 3x2 + x3 = 0,

x1 + 2x2 − x3 = 3,

3x1 + 5x2 = 3.

� 27. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé
2x− 3y + z − 2 = 0,

x+ 5y − 4z + 5 = 0,

4x+ y − 3z + 4 = 0.

� 28. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ 2y + 3z = 4,

2x+ 4y + 6z = 3,

3x+ y − z = 1.

� 29. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y + z = 1,

2x+ 2y + 2z = 3,

3x+ 3y + 3z = 4.
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� 30. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ 2y + 3z = 4,

2x+ 4y + 6z = 8,

3x+ y − z = 1.

� 31. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y + z = 1,

2x+ y + z = 2,

3x+ 2y + 2z = 3.

� 32. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ 2y + 3z = 4,

2x+ y − z = 3,

3x+ 3y + 2z = 7.

� 33. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ 2y + 3z = 4,

2x+ 4y + 6z = 8,

−x− 2y − 3z = −4.

� 34. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòå ñèñòåìó
2x+ 3y = 5,

x− y = 2,

x+ 4y = a.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß.

11.1. Çàäà÷è íà ìàòðèöû.

�1. Íàéä¼ì 2A2, 5A è 3E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà:

2A2 = 2 · A · A = 2 ·
(

2 4
1 0

)
·
(

2 4
1 0

)
= 2 ·

(
8 8
2 4

)
=

(
16 16
4 8

)
;

5A = 5 ·
(

2 4
1 0

)
=

(
10 20
5 0

)
; 3E = 3 ·

(
1 0
0 1

)
=

(
3 0
0 3

)
.

Òîãäà
f(A) = 2A2 − 5A+ 3E =

=

(
16 16
4 8

)
−
(

10 20
5 0

)
+

(
3 0
0 3

)
=

(
9 −4
−1 11

)
.

�2. Íàéä¼ì ïðîèçâåäåíèÿ AA−1 è A−1A:

AA−1 =

(
2 3
5 6

)
·
(
−2 1

5
3 −2

3

)
=

(
1 0
0 1

)
= E;

A−1A =

(
−2 1

5
3 −2

3

)
·
(

2 3
5 6

)
=

(
1 0
0 1

)
= E.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îáðàòíîé ìàòðèöû1, äàííûå ìàòðèöû
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

� 3. Âûÿñíèì, ÿâëÿþòñÿ ëè âçàèìíî îáðàòíûìè ìàòðèöû A è B.
Äëÿ ýòîãî ïåðåìíîæèì èõ:

AB =

(
1 −1
1 0

)
·
(

0 1
−1 1

)
=

=

(
1 · 0 + (−1) · (−1) 1 · 1 + (−1) · 1

1 · 0 + 0 · (−1) 1 · 1 + 0 · 1

)
=

(
1 0
0 1

)
= E.

Òàê êàê â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, òî ìàòðèöû A è B
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

� 4. à) Îáîçíà÷èì A−1 =

(
a b
c d

)
. Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðè-

öû,(
1 0
2 −1

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
⇔

(
a b

2a− c 2b− d

)
=

(
1 0
0 1

)
.

1Íà ìíîæåñòâå ìàòðèö íå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, îíà çàìåíåíà óìíîæåíèåì íà îáðàò-
íóþ ìàòðèöó.
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Ìàòðèöû ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû ðàâíû, ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

a = 1,

b = 0,

2a− c = 0,

2b− d = 1

⇔


a = 1,

b = 0,

c = 2,

d = −1.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä A−1 =

(
1 0
2 −1

)
.

á) Îòâåò: A−1 =

(
1
2

1
2

1 0

)
.

� 5. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A îáðàòíîé ê ìàòðèöå B. Äëÿ
ýòîãî ïåðåìíîæèì ýòè ìàòðèöû:

A ·B =

 4 7 −6
−8 −15 13
−1 −1 1

 ·
2 1 −1

5 2 4
7 3 4

 =

=

 4 · 2 + 7 · 5 + (−6) · 7 4 · 1 + 7 · 2 + (−6) · 3 4 · (−1) + 7 · 4 + (−6) · 4
(−8) · 2 + (−15) · 5 + 13 · 7 (−8) · 1 + (−15) · 2 + 13 · 3 (−8) · (−1) + (−15) · 4 + 13 · 4
(−1) · 2 + (−1) · 5 + 1 · 7 (−1) · 1 + (−1) · 2 + 1 · 3 (−1) · (−1) + (−1) · 4 + 1 · 4

 =

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Îòâåò: äà, ýòî îáðàòíûå ìàòðèöû.
� 6. à) Òðàíñïîíèðóÿ ìàòðèöó, ïîëó÷èì

QT =

1 0 −5
a 0 0
1 3 1

 .

á) Ìàòðèöà Q âûðîæäåíà ⇔ detQ = 0. Íàéä¼ì îïðåäåëèòåëü:

detQ =

∣∣∣∣∣∣
1 a 1
0 0 3
−5 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
0 0 3
1 a 1
−5 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (ðàñêðîåì ïî ïåðâîé ñòðîêå) =

= −3 ·
∣∣∣∣ 1 a
−5 0

∣∣∣∣ = −15a.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà áóäåò âûðîæäåííîé òîëüêî ïðè óñëîâèè
−15a = 0, ò.å. a = 0.

� 7. Ïîñêîëüêó ((AT)T)T = AT, òî ïîëó÷èì

((AT)T)T =

 2 5 7
1 2 3
−1 4 4

 .

11.2. Çàäà÷è íà îïðåäåëèòåëè.

� 8. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü 2-ãî ïîðÿäêà:∣∣∣∣3 −2
4 6

∣∣∣∣ = 3 · 6− 4 · (−2) = 18 + 8 = 26.

� 9. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü 2-ãî ïîðÿäêà:∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣ = sinα · sinα− cosα · (− cosα) = 1.

� 10. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà, ðàñêðûâ åãî ïî ïåðâîé
ñòðîêå:∣∣∣∣∣∣

3 −2 1
−2 1 3
2 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣1 3
0 −2

∣∣∣∣− (−2) ·
∣∣∣∣−2 3

2 −2

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣−2 1

2 0

∣∣∣∣ =

= 3 · (−2) + 2 · (4− 6) + 1 · (−2) = −12.

� 11. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà, ðàñêðûâ åãî ïî ïåðâîé
ñòðîêå: ∣∣∣∣∣∣

a 1 a
−1 a 1
a −1 a

∣∣∣∣∣∣ = a ·
∣∣∣∣ a 1
−1 a

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣−1 1
a a

∣∣∣∣+ a ·
∣∣∣∣−1 a
a −1

∣∣∣∣ =

= a(a2 + 1)− (−a− a) + a(1− a2) = 4a.

� 12. à) detA =

∣∣∣∣2 5
6 1

∣∣∣∣ = 2 · 1− 6 · 5 = −28;

á) detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
5 1 2
0 3 1

∣∣∣∣∣∣ = 1·1·1+5·3·0+0·2·2−0·1·0−3·2·1−1·5·2 = −15.
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� 13. Èìååì:

detA = 1 ·
∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣5 2
0 1

∣∣∣∣+ 0 ·
∣∣∣∣5 1
0 3

∣∣∣∣ = 1 · (−5) + 2 · (−5) + 0 · 15 = −15.

� 14. à) Ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü ñòàíäàðòíî:∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
6 −6 2
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2·(−6)·2+6·(−1)·1+2·(−3)·2−2·(−6)·1−(−1)·2·2−2·6·(−3) =

= −24− 6− 12 + 12 + 4 + 36 = 10;

á) Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå, èìååì:∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
6 −6 2
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣−6 2
−1 2

∣∣∣∣− (−3) ·
∣∣∣∣6 2
2 2

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣6 −6
2 −1

∣∣∣∣ =

= 2(−12 + 2) + 3(12− 4) + (−6 + 12) = −20 + 24 + 6 = 10;

â) Âûíåñåì ìíîæèòåëü 2 èç 2-îé ñòðîêè:∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
6 −6 2
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2·

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
3 −3 1
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = (âû÷òåì èç 2-é ñòðîêè ïåðâóþ) = 2·

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 0 0
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ =

(ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâûå äâå ñòðîêè) = −2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 −3 1
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣ =

(âû÷òåì èç 2-é è 3-é ñòðîê óäâîåííóþ ïåðâóþ ñòðîêó) = −2·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −3 1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ =

(âû÷òåì èç 3-é ñòðîêè óäâîåííóþ âòîðóþ ñòðîêó) = −2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −3 1
0 5 0

∣∣∣∣∣∣ =

(âûíåñåì ìíîæèòåëü 5 èç 3-é ñòðîêè) = −10 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −3 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ =

(ïðèáàâèì êî 2-é ñòðîêå óòðîåííóþ òðåòüþ ñòðîêó) = −10·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ =
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(ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðóþ ñòðîêó ñ òðåòüåé) = 10 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 10.

� 15. Ðåøåíèå.

à)

∣∣∣∣∣∣
a −a a
a a −a
a −a −a

∣∣∣∣∣∣ = a3

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 −1
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (èç 1-é ñòðîêè âû÷òåì 3-þ)

= a3

∣∣∣∣∣∣
0 0 2
1 1 −1
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (èç 2-é ñòðîêè âû÷òåì 3-þ)

= a3

∣∣∣∣∣∣
0 0 2
0 2 0
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (âûíåñåì ìíîæèòåëü 4)

= 4a3

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 0
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (ê 3-é ñòðîêå ïðèáàâèì 1-þ è 2-þ ñòðîêè)

= 4a3

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = −4a3.

á)

∣∣∣∣∣∣
m+ a m− a a

n+ a 2n− a a

a −a a

∣∣∣∣∣∣ = (èç 1-ãî ñòîëáöà âû÷åñòü 3-é è êî 2-ìó ñòîëáöó ïðèáàâèòü 3-é)

=

∣∣∣∣∣∣
m m a

n 2n a
0 0 a

∣∣∣∣∣∣ = (èç 2-ãî ñòîëáöà âû÷åñòü 1-é ñòîëáåö)

=

∣∣∣∣∣∣
m 0 a
n n a
0 0 a

∣∣∣∣∣∣ = (âûíåñòè ìíîæèòåëü a èç 3-ãî ñòîëáöà)

= a

∣∣∣∣∣∣
m 0 1
n n 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (èç 1-ãî ñòîëáöà âû÷åñòü 2-é) = a

∣∣∣∣∣∣
m 0 1
0 n 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

(èç 1-é è 2-é ñòðîê âû÷åñòü 3-þ ñòðîêó) = a

∣∣∣∣∣∣
m 0 0
0 n 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = amn.
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Îòâåò: à) −4a3; á) amn.

� 16. à) Îïðåäåëèòåëü èìååò äâà ðàâíûõ ñòîëáöà. á) Îïðåäåëèòåëü
èìååò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè. â),ã) Âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì:
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì êàêîé-íèáóäü
ñòðîêè (ñòîëáöà) ïðèáàâèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), ïðåä-
âàðèòåëüíî óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå ÷èñëî.

� 17. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü ïî 1-é
ñòðîêå:∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ = 1·
∣∣∣∣b ca
c ab

∣∣∣∣−a·∣∣∣∣1 ca
1 ab

∣∣∣∣+bc·∣∣∣∣1 b
1 c

∣∣∣∣ = ab2−ac2−a(ab−ac)+bc(c−b) =

= a(b− c)(b+ c)− a2(b− c)− bc(b− c) =

= (b− c)(a(c− a)− b(c− a)) = (b− c)(c− a)(a− b) =

= (b− a)(c− a)(c− b).

� 18. Ðåøèì óðàâíåíèå:

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0. Óïðîñòèì îïðåäåëè-

òåëü, âû÷èòàÿ 1-é ñòîëáåö èç 2-ãî è 3-ãî ñòîëáöîâ:∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 −x 0
1 0 1− x

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðîåì òåïåðü îïðåäåëèòåëü ïî 1-é ñòðîêå:∣∣∣∣−x 0
0 1− x

∣∣∣∣ = 0 ⇔ −x(1− x) = 0 ⇔

[
x = 0,

x = 1.

� 19. Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó (çäåñü ýòî óäîá-
íåå), ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣
x2 4 9
x 2 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = x2 ·
∣∣∣∣2 3
1 1

∣∣∣∣−x·∣∣∣∣4 9
1 1

∣∣∣∣+1·
∣∣∣∣4 9
2 3

∣∣∣∣ = −x2+5x−6 = 0 ⇒

[
x = 2,

x = 3.

� 20. Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî 1-é ñòðîêå, ïîëó÷èì: 3(−x+ 4) +
2(−1− 2) + 1(2 + x) = −2x+ 8. Èòàê, 0 < −2x+ 8 < 1.
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Îòâåò: x ∈
(

7

2
, 4

)
.

� 21. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−3 0 1
0 5 1
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = −15− 5− 6 = −26.

Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S = 1
2 | − 26| = 13 (êâ.åä.)

Îòâåò: ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S = 13 (êâ.åä.)

11.1. Çàäà÷è íà ñèñòåìû óðàâíåíèé.

� 22. Ïåðåïèøåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû{
4x+ y = 6,

3x+ 2y = 7;
⇔

{
x = 1,

y = 2.

� 23. à) Íàéä¼ì

4 =

∣∣∣∣a −3
a −2

∣∣∣∣ = a, 4x =

∣∣∣∣1 −3
2 −2

∣∣∣∣ = 4, 4y =

∣∣∣∣a 1
a 2

∣∣∣∣ = a.

Ïðè 4 = a 6= 0 ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà íàõîäèì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x = 4x

4 = 4
a , y =

4y
4 = a

a = 1. Ïðè 4 = a = 0 èìååì 4x = 4 6= 0,
ïîýòîìó ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Îòâåò: ïðè a 6= 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (4
a , 1); ïðè a = 0 ðåøåíèé

íåò.

á) Îòâåò: ïðè a 6= 1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (5
2 , 0); ïðè a = 1 áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà (t, 2t− 5), ãäå t ∈ R.
� 24. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2x− 3y = 6, (1)

3x+ y = 9, (2)

x+ 4y = 3. (3)

Çàìåòèì, ÷òî (1) + (3) = (2), òîãäà óðàâíåíèå (2) ìîæíî îòáðîñèòü:{
2x− 3y = 6,

x+ 4y = 3,
è ò.ê.

2

1
6= −3

4
, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

213



� 25. Îáîçíà÷èì A =

1 1 4
2 1 6
3 3 13

 , X =

x1

x2

x3

 , B =

1
2
2

 . Òîãäà

èìååì

AX = B ⇔ X = A−1B =

 5 1 −2
8 −1 −2
−3 0 1

 ·
1

2
2

 =

 3
2
−1

 .

Îòâåò: (x1, x2, x3) = (3, 2,−1).
� 26. Âû÷èñëèì ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

4 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 2 −1
3 5 0

∣∣∣∣∣∣ =

= 2 ·2 ·0+1 ·5 ·1+3 ·(−3) ·(−1)−3 ·2 ·1−5 ·(−1) ·2−0 ·1 ·(−3) = 18 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéä¼ì òðè âñïî-
ìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû:

41 =

∣∣∣∣∣∣
0 −3 1
3 2 −1
3 5 0

∣∣∣∣∣∣ = 18; 42 =

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
1 3 −1
3 3 0

∣∣∣∣∣∣ = 0; 43 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 0
1 2 3
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = −36.

Òåïåðü ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà ìîæíî íàéòè ðåøåíèå:

x1 =
41

4
=

18

18
= 1, x2 =

42

4
=

0

18
= 0, x3 =

43

4
=
−36

18
= −2.

Îòâåò: (x1, x2, x3) = (1, 0,−2).
� 27. Îòâåò: (x, y, z) = (5, 6, 10).

� 28. Çàìåòèì, ÷òî 4 = 0 (òàê êàê
a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
), à 4x = −19 6= 0.

Ïîýòîìó ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Èíà÷å: ïî 2-ìó ïðàâèëó äëÿ ïåðâûõ
äâóõ óðàâíåíèé èìååì:

1

2
=

2

4
=

3

6
6= 4

3
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
Îòâåò: íåò ðåøåíèé.
� 29. Îòâåò: ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, ðåøåíèé íåò.
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� 30. Êîýôôèöèåíòû ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû, ïî-
ýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Îòáðîñèì îäíî èç íèõ. Èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé{

x+ 2y + 3z = 4,

3x+ y − z = 1
⇔

{
x+ 2y = 4− 3z,

3x+ y = z + 1

⇔

{
x = 4− 3z − 2y,

3(4− 3z − 2y) + y = z + 1
⇔

{
x = z − 2

5 ,

y = 11
5 − 2z.

Îòâåò: ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà (z − 2
5 ,

11
5 −

2z, z), ãäå z ∈ R.
� 31. Îòâåò: ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà

(1,−z, z), ãäå z ∈ R.
� 32. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå òðåòüå óðàâíåíèå ðàâíî ñóììå

ïåðâûõ äâóõ (ñì. Ïðàâèëî 3). Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ìîæíî îòáðîñèòü:{
x+ 2y + 3z = 4,

2x+ y − z = 3
⇔

{
x+ 2y = 4− 3z,

2x+ y = z + 3,

îòêóäà íàõîäèì ðåøåíèÿ.

Îòâåò:

(
2 + 5z

3
,
5− 7z

3
, z

)
, ãäå z ∈ R.

� 33. Â äàííîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû âñåõ òð¼õ óðàâíåíèé ïðî-
ïîðöèîíàëüíû, à çíà÷èò, âñå òðè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Äâà óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî îòáðîñèòü è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíà îäíîìó-
åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ (îñòàâëÿåì òî, ÷òî ïðîùå):

x+ 2y + 3z = 4.

Îòâåò: áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà (4− 2y− 3z, y, z), ãäå y ∈ R,
z ∈ R.

� 34. Îòâåò: ïðè a = 3 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå(
11

5
,
1

5

)
; ïðè a 6= 3 ðåøåíèé íåò.
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12 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Ðàçäåë: Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

I. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè. Îñíîâíîé ìåòîä �
ìåòîä êîîðäèíàò. Ïîíÿòèå ëèíèè, å¼ óðàâíåíèÿ. Àëãåáðàè÷åñêèå ëèíèè
1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (îáùåå
óðàâíåíèå, óðàâíåíèå â îòðåçêàõ, ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, êàíîíè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ). Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè,
ñîâïàäåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè.
Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-
ìè. Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî
ïðÿìîé. Êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà: ýëëèïñ, ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà.

II. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Îáùåå óðàâíå-
íèå ïëîñêîñòè. Íîðìàëü ê ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0 ïåðïåíäèêóëÿðíî çàäàííîìó âåêòîðó ~n.
Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Óñëîâèÿ ïà-
ðàëëåëüíîñòè, ñîâïàäåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå.
Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìûìè. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè äî ïëîñêîñòè. Ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà: ýëëèïñîèä, îäíîïîëîñò-
íûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû, êîíóñ, ïàðàáîëîèä, öèëèíäð.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ.

[4]: Ðàçäåë 1 (Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ñ ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè), Ãë. 4 (Óðàâíåíèå ëèíèè. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü). 4.1 (Ïðîñòåéøèå
çàäà÷è. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè), 4.2 (Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿä-
êà), 4.3 (Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå).

[5]: Ãë. 3 (Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè). �3 (Ïðîñòåéøèå
çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè), �6 (Ëèíèè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà), �7 (Ñìåøàííûå çàäà÷è íà ïðÿìóþ), �8 (Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿä-
êà).
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Ãë. 10 (Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå). �1 (Ïðÿìîóãîëü-
íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå), �7 (Óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè), �8
(Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé), �9 (Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü), �10 (Óðàâíåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè è ëèíèè. Óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòåé
âòîðîãî ïîðÿäêà).

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

12.1 Çàäà÷è íà ïëîñêîñòè

� 1. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(7, 9), B(2,−3), C(3, 6). Íàéäèòå
äëèíó ìåäèàíû AD.

Óêàçàíèå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè D(xD, yD) � ñåðåäèíû BC:

xD =
xB + xC

2
, yD =

yB + yC
2

,

à çàòåì íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà

−−→
AD = {xD − xA, yD − yA}

è åãî äëèíó AD.

� 2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå îò êàæäîé òî÷êè
M(x, y) êîòîðîé äî çàäàííîé òî÷êè A(2,−2) ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò M
äî ïðÿìîé x+ 1 = 0.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëàìè:

� ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè A(x1, y1) è B(x2, y2):

d =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0(x0, y0) äî ïðÿìîé Ax+By + C = 0:

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

� 3. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè ïëîñ-
êîñòè M(2, 4) è N(−1, 0).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå

çàäàííûå òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2):

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x y 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

� 4. Íàéäèòå óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàë¼í-
íûõ îò òî÷åê A(−4, 2) è B(−2,−6).

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé d =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

äâóìÿ òî÷êàìè A(x1, y1) è B(x2, y2) íà ïëîñêîñòè.
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� 5. Íàéäèòå òî÷êó, óäàë¼ííóþ íà 5 åäèíèö êàê îò òî÷êè A(2, 1),
òàê è îò îñè Oy.

� 6. Äàíû òî÷êè A(1, 1) è B(7, 4). Íàéäèòå òî÷êó M(x, y), êîòîðàÿ
ëåæèò íà îòðåçêå AB è â äâà ðàçà áëèæå ê A, ÷åì ê B.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé äåëåíèÿ îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè. Ïóñòü

òî÷êà M äåëèò îòðåçîê AB â çàäàííîì îòíîøåíèè AM
MB = λ. Åñëè λ è êîîðäèíàòû òî÷åê

A(x1, y1) è B(x2, y2) èçâåñòíû, òî òî÷êà M(xM , yM ) èìååò êîîðäèíàòû:

xM =
x1 + λx2

1 + λ
, yM =

y1 + λy2

1 + λ
.

� 7. à) Êàêóþ ëèíèþ (êðèâóþ) çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèå x2 +
2x + y2 = 0? Êàê ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−1

2 ,
1
2), B(−1,−1),

C(1, 0) âíóòðè, íà, âíå ýòîé ëèíèè?

á) Êàêèå ìíîæåñòâà (ôèãóðû) çàäàþò íà ïëîñêîñòè íåðàâåíñòâà
x2 + 2x+ y2 − 4y ≤ 20, x2 + 2x+ y2 − 4y > 20?

Óêàçàíèå. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó âûäåëèòå

ïîëíûå êâàäðàòû ïî ïåðåìåííûì x è y.

� 8. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ãåîìåòè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê (ÃÌÒ), ðàâ-
íîóäàë¼ííûõ îò òî÷êè F (2, 2) è îò îñè Ox. Ïîñòðîéòå ëèíèþ ïî å¼
óðàâíåíèþ.

� 9. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì äëÿ ïðÿìîé,
îòñåêàþùåé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oy îòðåçîê äëèíû 3 è
îáðàçóþùåé ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox óãîë α =

π

6
.

Íàïèøèòå äëÿ ýòîé ïðÿìîé: à) îáùåå óðàâíåíèå; á) óðàâíåíèå â îò-
ðåçêàõ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ.

� 10. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé 2x−3y = 6: à) ê âèäó ñ óãëîâûì
êîýôôèöèåíòîì; á) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; â) ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé. Íàéäèòå íîðìàëüíûé è íàïðàâëÿþùèé
âåêòîðû ýòîé ïðÿìîé.

� 11. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(2, 1) è îáðà-
çóåò ñ îñüþ Ox óãîë α = arctg 2. Ñîñòàâüòå: à) óðàâíåíèå ñ óãëîâûì
êîýôôèöèåíòîì; á) îáùåå óðàâíåíèå; â) â îòðåçêàõ íà êîîðäèíàòíûõ
îñÿõ; ã) êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå; ä) ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé
ïðÿìîé.
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Óêàçàíèå. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé, èìåþùåé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàí-

íóþ òî÷êó M0(x0, y0):

y − y0 = k(x− x0), èëè y = y0 + k(x− x0).

� 12. Ñîñòàâüòå âñåâîçìîæíûå âèäû (ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì,
îáùåå, â îòðåçêàõ, êàíîíè÷åñêîå, ïàðàìåòðè÷åñêèå) óðàâíåíèé ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(3, 1) è B(5, 4).

� 13. Ñîñòàâüòå îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(2,−3) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~b{−1; 4}.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé: óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

M0(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî çàäàííîìó âåêòîðó ~n = {A,B}, èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.

� 14. Ñîñòàâüòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó N(3,−2), åñëè å¼ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð èçâåñòåí è ðàâåí
~l{−1; 5}.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çà-

äàííóþ òî÷êó M0(x0, y0) ïàðàëëåëüíî çàäàííîìó âåêòîðó ~l = {m, k}: x− x0

m
=
y − y0

k
.

� 15. Íàïèøèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè M(x, y), êîòîðàÿ ïðè
ñâî¼ì äâèæåíèè îñòà¼òñÿ âòðîå äàëüøå îò òî÷êè A(0, 9), ÷åì îò òî÷êè
B(0, 1).

� 16. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

3x+ 4y − 24 = 0 è 3x+ 4y + 6 = 0.

Óêàçàíèå: ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0, y0) äî ïðÿìîé Ax+By +C = 0 íàõîäèòñÿ ïî

ôîðìóëå d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

� 17. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 3 êâ. åä., äâå åãî âåðøèíû �
òî÷êè A(3, 1) è B(1,−3). Íàéäèòå êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè îðäèíàò.

Óêàçàíèå. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) íàõîäèòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

S = ±1

2

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ .
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� 18. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè a òî÷êè A(−2, 0), B(0, a),
C(6, 4) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Óêàçàíèå: òðè òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

� 19. Îïðåäåëèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè y = 2x− 3 è y =
1

2
x+ 1.

Óêàçàíèå: óãîë ϕ ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, çàäàííûìè íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿìè y =

k1x + b1 è y = k2x + b2, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ϕ = arctg
∣∣∣ k2−k11+k1k2

∣∣∣ . Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ èìååò âèä: k2 = − 1

k1
.

� 20. Ñðåäè ïðÿìûõ à) 3x−2y+7 = 0, á) 6x−4y−9 = 0, â) 6x+4y−
5 = 0, ã) 2x+ 3y − 6 = 0 óêàæèòå ïàðàëëåëüíûå è ïåðïåíäèêóëÿðíûå.

Óêàçàíèå: äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, çàäàííûå îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y+C1 = 0
è A2x+B2y + C2 = 0, ïàðàëëåëüíû ïðè óñëîâèè

A1

A2
=
B1

B2
,

è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðè óñëîâèè A1A2 +B1B2 = 0.

� 21. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè
A(6, 2) íà ïðÿìóþ x− 4y − 7 = 0.

� 22. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ïðÿìûå 0, 2x+3, 1y+2, 3 = 0
è x + ay = 11, 5: à) ïàðàëëåëüíû; á) ñîâïàäàþò; â) ïåðïåíäèêóëÿðíû;
ã) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Óêàçàíèå. Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x + B1y + C1 = 0 è

A2x+B2y + C2 = 0, òî
à) óñëîâèå èõ ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå:

A1

A2
6= B1

B2
;

á) óñëîâèå èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè:

A1A2 +B1B2 = 0;

â) óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè:
A1

A2
=
B1

B2
6= C1

C2
.

ã) óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ:
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.
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� 23. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóA(−4, 3)
è ïàðàëëåëüíîé äðóãîé ïðÿìîé x+ 2y + 3 = 0.

� 24. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè 3x +
4y − 1 = 0 è 4x− 3y + 5 = 0.

� 25. Ïðèâåäÿ óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (âûäåëåíèåì ïîëíûõ
êâàäðàòîâ ïî ïåðåìåííûì x è y), îïðåäåëèòå âèä êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà:
3x2 + 4y2 − 6x+ 8y − 5 = 0.

Óêàçàíèå. Êàíîíè÷åñêèå (ïðîñòåéøèå) óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ îñ-

íîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:

1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïñ); åñëè a = b, òî ýëëèïñ ñòàíîâèòñÿ îêðóæíîñòüþ;

2)
x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãèïåðáîëà);

3) y2 = 2px, x2 = 2py (ïàðàáîëû). Ïîäðîáíåå ñì. â ëåêöèÿõ.

� 26. Èçîáðàçèòå ïëîñêóþ êðèâóþ 4x2 − y2 + 8x− 2y + 3 = 0.

Óêàçàíèå: óðàâíåíèå âíà÷àëå ñëåäóåò ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, èñïîëüçóÿ ïðè-

¼ì, ñâÿçàííûé ñ âûäåëåíèåì ïîëíûõ êâàäðàòîâ ïî ïåðåìåííûì x è y.

� 27. Ïðèâåäÿ óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, îïðåäåëèòå âèä
ïëîñêîé êðèâîé 9x2 − 16y2 − 54x− 64y − 127 = 0.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü âûäåëåíèåì ïîëíûõ êâàäðàòîâ ïî ïåðåìåííûì x è y.

� 28. Ïðèâåäÿ óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, îïðåäåëèòå âèä
ïëîñêîé êðèâîé 2x2 + 3y2 + 8x− 6y + 11 = 0.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü âûäåëåíèåì ïîëíûõ êâàäðàòîâ ïî ïåðåìåííûì x è y.

� 29. Îïðåäåëèòå âèä êðèâîé è ïîñòðîéòå å¼: x2 + x+ y = 0.

Óêàçàíèå: âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x.

12.2 Çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå

� 30. Äàíû òî÷êèM1(0,−1, 3) èM2(1, 3, 5). Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M1 ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó

−−−→
M1M2.

Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî âåêòîðó ~n{A,B,C}, èìååò âèä A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

� 31. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M(2,−1, 3) è îòñåêàþùåé íà îñÿõ êîîðäèíàò ðàâíûå îòðåçêè.
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Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, ãäå a, b, c

� îòðåçêè, îòñåêàåìûå ïëîñêîñòüþ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ Ox, Oy è Oz.

� 32. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè x−2y+2z−8 = 0 è x+z−6 =
0.

Óêàçàíèå: óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëÿìè. Íîðìàëüþ ê

ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ýòîé ïëîñêîñòè. Â

÷àñòíîñòè, åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax + By + Cz + D = 0, òî âåêòîð

~n{A,B,C} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ.

� 33. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (4; 3; 0) äî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè M1(1; 3; 0), M2(4;−1; 2) è M3(3; 0; 1).

Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè A(x1, y1, z1),
B(x2, y2, z2) è C(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé:∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0, y0, z0) äî ïëîñêîñòè Ax + By + Cz + D = 0 íàõîäèòñÿ ïî

ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

� 34. Íàéäèòå ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M(2, 2,−2) è
ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè x− 2y − 3z = 0.

Óêàçàíèå: ó÷åñòü, ÷òî òàê êàê ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, òî ó íèõ îáùàÿ íîðìàëü.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó

~n{A,B,C}, èìååò âèä A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

� 35. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(4, 3, 0) è ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó
~e{−1; 1; 1}.

Óêàçàíèå. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó

M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~l = {m, k, p}, èìåþò âèä

x− x0

m
=
y − y0

k
=
z − z0

p
.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé âûòåêàþò èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñàìîì äåëå,

ââåä¼ì ïàðàìåòð t ∈ R:
x− x0

m
=
y − y0

k
=
z − z0

p
= t.

222



Îòñþäà, ðàçáèâàÿ íà òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:
x = x0 +mt,

y = y0 + kt,

z = z0 + pt, ãäå t ∈ R.

� 36. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(−1, 2, 3) è B(2, 6,−2).

� 37. Êàêóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäà¼ò óðàâíåíèå

(x− 1)2 + (y + 2)2 + z2 = 9?

Íåðàâåíñòâî (x− 1)2 + (y + 2)2 + z2 ≤ 9?

� 38. Êàêóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàþò óðàâíåíèÿ:

z2 = x2 + y2 è z2 = (x− 1)2 + (y + 3)2?

Èçîáðàçèòå (îïèøèòå) ýòè ïîâåðõíîñòè.

� 39. Êàêóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäà¼ò óðàâíåíèå

(x− 1)2 + 9(y + 2)2 + z2 = 9?

� 40. Êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê çàäà¼ò óðàâíåíèå
x2

a2
+
y2

b2
= 1 íà ïëîñ-

êîñòè? Â ïðîñòðàíñòâå? Èçîáðàçèòå ýòè ìíîæåñòâà.
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß.

12.1. Çàäà÷è íà ïëîñêîñòè.

�1. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì êîîðäèíàòû òî÷êè D(xD, yD) � ñåðåäèíû BC:

xD =
xB + xC

2
=

2 + 3

2
=

5

2
, yD =

yB + yC
2

=
−3 + 6

2
=

3

2
,

ò.å. D(5
2 ,

3
2). Íàéä¼ì êîîðäèíàòû âåêòîðà

−−→
AD = {xD − xA, yD − yA} =

{
5

2
− 7,

3

2
− 9

}
=

{
−9

2
,−15

2

}
.

Òîãäà AD =
√

(−9
2)2 + (−15

2 )2 = 1
2

√
306.

� 2. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M(x, y),
ëåæàùåé íà ëèíèè, äî òî÷êè A(2,−2):

r =
√

(x− 2)2 + (y + 2)2. (1)

Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x, y) äî ïðÿìîé x+ 1 = 0, ò.å. 1 ·x+
0 · y + 1 = 0:

r =
|1 · x+ 0 · y + 1|√

12 + 02
= |x+ 1|. (2)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (1) è (2), ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå ëè-
íèè:√

(x− 2)2 + (y + 2)2 = |x+ 1|, èëè (y + 2)2 = 6

(
x− 1

2

)
.

Ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå (1
2 ,−2). Îíà ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì ïà-

ðàáîëû y2 = 6x âïðàâî íà 1
2 (âäîëü îñè Ox) è âíèç íà 2 åäèíèöû (âäîëü

îñè Oy).
� 3. Ðåøåíèå. Âûïèñûâàÿ îïðåäåëèòåëü è ðàñêðûâàÿ åãî, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣
2 4 1
−1 0 1
x y 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ −y + 4x− 2y + 4 = 0 ⇔ 4x− 3y + 4 = 0.

Îòâåò: 4x− 3y + 4 = 0.
� 4. Ðåøåíèå. Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà

èñêîìîé ëèíèè. Ïî óñëîâèþ, AM = BM , èëè â êîîðäèíàòíîé çàïèñè√
(x+ 4)2 + (y − 2)2 =

√
(x+ 2)2 + (y + 6)2.
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Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì

(x+ 4)2 + (y − 2)2 = (x+ 2)2 + (y + 6)2 ⇔ x− 4y − 5 = 0

Îòâåò: y =
1

4
x− 5

4
.

� 5. Ðåøåíèå. ÏóñòüM(x, y) � èñêîìàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó òî÷êà ðàâ-
íîóäàëåíà íà 5 åäèíèö îò îñè îðäèíàò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà M
èìååò êîðäèíàòûM(5, y) èëèM(−5, y). Äàëåå, óäàë¼ííîñòü íà 5 åäèíèö
îò òî÷êè A îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

√
(x− 2)2 + (y − 1)2 = 5. Ïðè

x = 5 ïîëó÷àåì y = −3 èëè y = 5. Ò.å. íàøëîñü äâå òî÷êè M1(5,−3) è
M2(5, 5). Ïðè x = −5 ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: M1(5,−3) è M2(5, 5).

� 6. Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå λ =
AM

MB
=

1

2
. Ïîýòîìó

xM =
1 + 1

2 · 7
1 + 1

2

= 3, yM =
1 + 1

2 · 4
1 + 1

2

= 2.

Îòâåò: M(3, 2).
� 7. Ðåøåíèå. à) Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x, ïåðå-

ïèøåì óðàâíåíèå â âèäå (x + 1)2 + y2 = 1. Ýòî îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1
ñ öåíòðîì â òî÷êå (−1, 0). ×òîáû ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−1

2 ,
1
2),

B(−1,−1), C(1, 0) âíóòðè, íà, âíå ýòîé ëèíèè, íàäî ïîäñòàâèòü èõ êî-
îðäèíàòû â âûðàæåíèå (x+ 1)2 + y2 è ñðàâíèòü ñ 1.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî (x+1)2 +y2 = 1, òî òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè.
Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî (x+1)2+y2 < 1, òî òî÷êà ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè.
Åñëè ïîëó÷èòñÿ, ÷òî (x+ 1)2 + y2 > 1, òî òî÷êà ëåæèò âíå îêðóæíîñòè.

á) ×òîáû óçíàòü, êàêèå ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ íà ïëîñêîñòè íåðàâåí-
ñòâàìè, ïðèâåä¼ì èõ ê âèäó (x+1)2+(y−2)2 ≤ 52, (x+1)2+(y−2)2 > 52.
Òîãäà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ çàäà¼ò çàìêíó-
òûé (ò.å. âêëþ÷àÿ ãðàíèöó � îêðóæíîñòü) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå (−1, 2)
è ðàäèóñîì 5, à âòîðîå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò âíåøíþþ ÷àñòü ýòîãî
êðóãà.

� 8. Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò èñêîìîé ôèãóðå.
Ïî óñëîâèþ, MF =

√
(x− 2)2 + (y − 2)2. C äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿ-

íèå îò M äî îñè Ox ðàâíî |y|. Ïðèðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:√
(x− 2)2 + (y − 2)2 = |y| ⇔ (x−2)2+(y−2)2 = y2 ⇔ y =

1

4
(x−2)2+1.
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� 9. Ðåøåíèå. Ñäåëàéòå ðèñóíîê. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ñ
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì èìååò âèä y = kx+ b. Ïî óñëîâèþ, ïðè x = 0
äîëæíî áûòü y = 3, îòñþäà íàõîäèì êîýôôèöèåíò b = 3. Íàéä¼ì, äà-

ëåå, óãëîâîé êîýôôèöèåíò: k = tgα = tg
π

6
=

1√
3
. Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

ïðÿìîé: y =
1√
3
x+ 3.

à) Îáùåå óðàâíåíèå äàííîé ïðÿìîé: x−
√

3y + 3
√

3 = 0;
á) ïîëó÷èì óðàâíåíèå â îòðåçêàõ:

x−
√

3y = −3
√

3 ⇔ x

−3
√

3
+
−
√

3y

−3
√

3
= 1 ⇔ x

−3
√

3
+
y

3
= 1,

ò.å.
x

a
+
y

b
= 1, ãäå a = −3

√
3, b = 3.

� 10. Ðåøåíèå. à) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöè-

åíòîì äîñòàòî÷íî âûðàçèòü èç óðàâíåíèÿ y ÷åðåç x: y =
2

3
x− 2.

á) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íàéä¼ì (ïîä-
áîðîì) ëþáûå äâå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîé ïðÿìîé, íàïðèìåð,
M1(3, 0) è M2(0,−2), è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (êàíîíè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A(x1, y1) è
B(x2, y2)):

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
⇔ x− 3

0− 3
=

y − 0

−2− 0
⇔ x− 3

−3
=

y

−2
.

â) Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé äàííîé ïðÿìîé ïðè-
ðàâíÿåì îáå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê ïàðàìåòðó t, ðàçáèâ èõ
íà äâà óðàâíåíèÿ:

x− 3

−3
=

y

−2
= t ⇔

{
x = 3− 3t,

y = −2t, ãäå t ∈ R.

� 11. Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(2, 1)
è îáðàçóåò ñ îñüþ Ox óãîë α = arctg 2.

à) äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì âîñïîëüçó-
åìñÿ ôàêòîì: åñëè ïðÿìàÿ èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò k è ïðîõîäèò
÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0(x0, y0), òî å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä

y = y0 + k(x− x0).
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå èçâåñòíûå êîîðäèíàòû òî÷êè è ó÷èòûâàÿ,
÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ðàâåí òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ïðÿìîé (ê
ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ), ò.å. k = tg(arctg 2) = 2,
ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå

y = 1 + 2(x− 2) ⇔ y = 2x− 3. (1)

á) îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè èìååò âèä Ax+ By + C =
0. Â äàííîì ñëó÷àå, ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (1) â îäíó
ñòîðîíó, ïîëó÷àåì îáùåå óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé:

2x− y − 3 = 0. (2)

â) óðàâíåíèå â îòðåçêàõ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ èìååò âèä x
a + y

b = 1.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2) â âèäå 2x− y = 3, ðàçäåëèì íà 3 è ïîëó÷èì

x

3/2
+

y

−3
= 1, ãäå a =

3

2
, b = −3. (3)

ã) êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M0(x0, y0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~l{m, k} (îí íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì ïðÿìîé), èìååò âèä

x− x0

m
=
y − y0

k
.

Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü, íà-
ïðèìåð, âåêòîð ~l{1, 2}, òàê êàê îí ïàðàëëåëåí äàííîé ïðÿìîé. (Íàéòè
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ìîæíî áûëî èíà÷å: ïîäîáðàòü äâå ëþáûå òî÷êè,
ëåæàùèå íà ýòîé ïðÿìîé, íàïðèìåð N(0;−3),K(3

2 , 0) è òîãäà ïîëîæèòü
~l =
−−→
NM). Îòñþäà ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå:

x− 2

1
=
y − 1

2
.

ä) ÷òîáû ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé, ïðèðàâ-
íÿåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ê ïðîèçâîëüíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ïàðà-
ìåòðó t, îòêóäà ïîëó÷àåì äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ:

x− 2

1
=
y − 1

2
= t ⇔

{
x = 2 + t,

y = 1 + 2t, ãäå t ∈ R.
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� 12. Îòâåò:
y − 1

3
=

x− 3

2
(êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå); 3x − 2y −

7 = 0 (îáùåå óðàâíåíèå); y =
3

2
x − 7

2
(ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì);

x

7/3
+

y

−7/2
= 1 (â îòðåçêàõ); x = 3 + 2t, y = 1 + 3t (ïàðàìåòðè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ).
� 13. Îòâåò: x− 4y − 14 = 0.

� 14. Îòâåò:
x− 3

−1
=
y + 2

5
.

� 15. Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ èìååì: AM = 3 ·BM , ãäå

AM =
√

(x− 0)2 + (y − 9)2, BM =
√

(x− 0)2 + (y − 1)2.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:√
x2 + (y − 9)2 = 3

√
x2 + (y − 1)2 ⇔ x2 + (y − 9)2 = 9(x2 + (y − 1)2)

⇔ x2 + y2 = 9.

� 16. Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì íà îäíîé èç ïðÿìûõ, íàïðèìåð íà ïåðâîé,
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A(0, 6). Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿ-
íèþ îò òî÷êè A äî âòîðîé ïðÿìîé:

d =
|3 · 0 + 4 · 6 + 6|√

32 + 42
= 6.

� 17. Ðåøåíèå. Ïóñòü C(0, y) � òðåòüÿ âåðøèíà. Íàéä¼ì îïðåäåëè-
òåëü ∣∣∣∣∣∣

3 1 1
1 −3 1
0 y 1

∣∣∣∣∣∣ = −2y − 10.

Òîãäà S =
1

2
| − 2y− 10| = |y+ 5| = 3, îòêóäà y+ 5 = 3 èëè y+ 5 = −3,

à çíà÷èò y = −2 èëè y = −8.
Îòâåò: C1(0,−2), C2(0,−8).
� 18. Ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷åê â îïðåäåëèòåëü, ïî-

ëó÷àåì óñëîâèå∣∣∣∣∣∣
−2 0 1
0 a 1
6 4 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ −2a− 6a+ 8 = 0 ⇔ a = 1.

Îòâåò: ïðè a = 1.
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� 19. Îòâåò: ϕ = arctg 3
4 .

� 20. Ïî óñëîâèþ, íàäî óêàçàòü ñðåäè ïðÿìûõ à) 3x− 2y+ 7 = 0, á)
6x− 4y − 9 = 0, â) 6x+ 4y − 5 = 0, ã) 2x+ 3y − 6 = 0 ïàðàëëåëüíûå è
ïåðïåíäèêóëÿðíûå.

Îòâåò: ïðÿìûå à) è á) ïàðàëëåëüíû, ïðÿìûå á) è ã) ïåðïåíäèêóëÿð-
íû.

� 21. Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ïðÿìîé ê âèäó ñ óãëîâûì êî-

ýôôèöèåíòîì y =
1

4
x − 7

4
. Óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èùåì â âèäå

y = −4x + b. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò b, ïîäñòàâèâ â ýòî óðàâíåíèå êîîð-
äèíàòû òî÷êè A(6, 2): 2 = −4 · 6 + b, îòñþäà b = 26. Òîãäà óðàâíåíèå
ïåðïåíäèêóëÿðà èìååò âèä y = −4x+ 26, èëè 4x+ y − 26 = 0.

� 22. Îòâåò: à) ïðè a = 15, 5; á) íè ïðè êàêèõ; â) ïðè a = − 2

31
; ã)

ïðè a 6= 15, 5.
� 23. Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé â âèäå x+2y+C = 0.

Íàéä¼ì êîíñòàíòó C, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ïðÿìîé êîîðäèíàòû òî÷êè
A(−4, 3): −4 + 2 · 3 + C = 0, îòêóäà C = −2. Îòâåò: x+ 2y − 2 = 0.

� 24. Ðåøåíèå. Äâå ïðÿìûå îáðàçóþò äâå ïàðû âåðòèêàëüíûõ óãëîâ.
Äëÿ êàæäîé ïàðû ñóùåñòâóåò ñâîÿ áèññåêòðèñà. Êàæäàÿ òî÷êà ëþáîé
èç äâóõ áèññåêòðèñ íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò äâóõ äàí-
íûõ ïðÿìûõ. Ïóñòü òî÷êà M(x, y) ëåæèò íà áèññåêòðèñå. Òîãäà îíà
ðàâíîóäàëåíà îò îáåèõ ïðÿìûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

|3x+ 4y − 1|√
32 + 42

=
|4x− 3y + 5|√

42 + (−3)2
⇔ |3x+ 4y − 1| = |4x− 3y + 5|,

îòñþäà ëèáî 3x+4y−1 = 4x−3y+5, ëèáî 3x+4y−1 = −(4x−3y+5).

Îòâåò: x− 7y + 6 = 0, 7x+ y + 4 = 0.
� 25. Ðåøåíèå. 3(x2− 2x+ 1) + 4(y2 + 2y+ 1)− 12 = 0⇔ 3(x− 1)2 +

4(y + 1)2 = 12 ⇔
(x− 1)2

4
+

(y + 1)2

3
= 1.

Ýòî ýëëèïñ ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,−1).
� 26. Ðåøåíèå. 4(x2+2x+1)−(y2+2y+1) = 0⇔ 4(x+1)2−(y+1)2 = 0

⇔ (2x− y + 1)(2x+ y + 3) = 0. Ýòî äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå.
Îòâåò: (2x−y+1)(2x+y+3) = 0 � ýòî äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå.
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� 27. Îòâåò:
(x− 3)2

16
− (y + 2)2

9
= 1 � ýòî ãèïåðáîëà ñ öåíòðîì â

òî÷êå (3,−2).
� 28. Îòâåò: 2(x+ 2)2 + 3(y − 1)2 = 0 � ýòî òî÷êà (−2, 1).

� 29. Îòâåò: y =
1

4
−
(
x+

1

2

)2

� ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå(
−1

2
,
1

4

)
è âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè âíèç.

12.2. Çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå.

� 30. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì âåêòîð
−−−→
M1M2{1; 4; 2}, òîãäà óðàâíåíèå ïëîñ-

êîñòè èìååò âèä A(x− x0) +B(y− y0) +C(z− z0) = 0, èëè 1 · (x− 0) +
4 · (y + 1) + 2 · (z − 3) = 0, ò.å. x+ 4y + 2z − 2 = 0.

� 31. Ðåøåíèå. Èìååì:
x

a
+
y

a
+
z

a
= 1. Óìíîæèì íà a è ïîäñòàâèì

â óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè M : 2 − 1 + 3 − a = 0, îòêóäà a = 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå óðàâíåíèå x+ y + z − 4 = 0.

� 32. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì âåêòîðû íîðìàëåé: −→n1{1;−2; 2}, −→n2{1; 0; 1}.
Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí:

cosϕ =
−→n1 · −→n2

|−→n1||−→n2|
=

1 · 1 + (−2) · 0 + 2 · 1√
12 + (−2)2 + 22 ·

√
12 + 02 + 12

=

√
2

2
.

Îòâåò: ϕ =
π

4
.

� 33. Ðåøåíèå. 1) Íàéä¼ì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 3 z − 0
4− 1 −1− 3 2− 0
3− 1 0− 3 1− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 3 z − 0
4− 1 −1− 3 2− 0
3− 1 0− 3 1− 0

∣∣∣∣∣∣ = 2x+y−z−5 = 0.

2) Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå:

d =
|2 · 4 + 1 · 3 + (−1) · 0− 5|√

22 + 12 + (−1)2
=
√

6.

Îòâåò: d =
√

6.
� 34. Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, òî ó íèõ îáùàÿ

íîðìàëü −→n {1;−2;−3}. Ïîýòîìó óðàâíåíèå èìååò âèä: 1 · (x−2)−2(y−
2)− 3(z + 2) = 0, ò.å. x− 2y − 3z − 4 = 0.
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� 35. Îòâåò: êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:
x− 4

−1
=
y − 3

1
=
z

1
; ïàðàìåò-

ðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: x = 4− t, y = 3 + t, z = t, t ∈ R.
� 36. Ðåøåíèå.

x+ 1

2 + 1
=
y − 2

6− 2
=

z − 3

−2− 3
, èëè

x+ 1

3
=
y − 2

4
=
z − 3

−5
.

� 37. Îòâåò: óðàâíåíèå çàäà¼ò ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,−2, 0) è
ðàäèóñîì 3, à íåðàâåíñòâî � øàð ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäèóñîì.

� 38. Îòâåò: ýòî êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0, 0, 0) è îñüþ, ñîâïàäàþ-
ùåé ñ îñüþ Oz (àïïëèêàò). Êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (1,−3, 0) è îñüþ,
ïàðàëëåëüíîé îñè Oz.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå êîíóñ çàäà¼òñÿ êàíîíè÷åñêèì (ïðîñòåé-
øèì) óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

� 39. Äåëåíèåì íà 9 ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå (x−1)2 +9(y+2)2 +z2 = 9
ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

(x− 1)2

32
+

(y + 2)2

12
+
z2

32
= 1.

Òîãäà ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî îíî îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ýëëèïñîèä
ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,−2, 0) ñ ïîëóîñÿìè a = 3, b = 1, c = 3.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïñîèä â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c íàçûâàþòñÿ åãî ïîëóîñÿìè. Ëèíèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ñ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè.

� 40. Îòâåò: íà ïëîñêîñòè � ýëëèïñ, â ïðîñòðàíñòâå � ýëëèïòè÷åñêèé
öèëèíäð ñ îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ àïïëèêàò.
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13 ÑÅÌÈÍÀÐ: Êðàòíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðà-
ëû

Ðàçäåë: ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.

I. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà
êàê ïðåäåëà èíòåãðàëüíîé ñóììû, åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü,
àääèòèâíîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ, èíòåãðèðîâàíèå íåðà-
âåíñòâ è äð.) è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâåäåíèåì åãî ê ïîâòîðíûì
èíòåãðàëàì. Äâîéíûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. ßêîáèàí ïåðåõîäà
ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëå-
íèå îáú¼ìîâ òåë, ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð, ìàññû ïëîñêèõ ïëàñòèí è
èõ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ. Òðîéíîé èíòåãðàë. Âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë
ïðè ïîìîùè òðîéíîãî èíòåãðàëà.

II. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà îò ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (1-ãî ðîäà) è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê èíòåãðàëó
Ðèìàíà (äëÿ ÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé). Ïðèëîæåíèÿ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ïëîñêîé êðèâîé,
ìàññû äóãè (ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû) è êîîðäè-
íàò öåíòðà òÿæåñòè. Ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ âèäîâ èíòåãðàëîâ (òðîéíûõ
è m-êðàòíûõ (m > 3), êðèâîëèíåéíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êðèâûì,
ïîâåðõíîñòíûõ è äð.

Ëèòåðàòóðà.

[4]: Ðàçäåë 6 (Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ), 15.5 (Äâîéíûå èíòåãðàëû).

[5]: Ãë. 13 (Èíòåãðèðîâàíèå). �1 (Äâîéíîé èíòåãðàë). �2 (Çàìåíà ïåðå-
ìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå). �3 (Íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷å-
ñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ). �4 (Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû.
Ôîðìóëà Ãðèíà). �6 (Òðîéíûå èíòåãðàëû).

Êîíòðîëü çíàíèé: ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

232



13.1 Çàäà÷è íà äâîéíûå èíòåãðàëû

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ:
1. Ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè, ñòàíäàðòíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Ïóñòü òåïåðü

îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåðõó, ñîîòâåòñòâåííî, äâóìÿ íåïðåðûâ-

íûìè êðèâûìè y = y1(x) è y = y2(x), à ñ áîêîâ � âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè x = a è x = b
(èçîáðàçèòå íà ðèñóíêå):

D = {(x, y)
∣∣ a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}.

Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.

2. Ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè, ñòàíäàðòíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Ïóñòü îá-

ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D îãðàíè÷åíà ñëåâà è ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî, äâóìÿ íåïðåðûâíû-

ìè êðèâûìè x = x1(y) è x = x2(y), à ñíèçó è ñâåðõó � ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè y = c è
y = d (èçîáðàçèòå íà ðèñóíêå):

D = {(x, y)
∣∣x1(y) ≤ x ≤ x2(y), c ≤ y ≤ d}.

Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx.

� 1. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
S

(x2 + y2)dxdy,

ãäå S � êâàäðàò: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

� 2. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë, åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D
� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(0, 0), B(1, 1) è C(3, 0):∫∫

D

(xy − 3y2)dxdy.

� 3. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë, åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D � òðå-
óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(0, 0), B(1, 2) è C(0, 3):∫∫

D

(xy + 3x2)dxdy.
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Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ.

Åñëè îáëàñòü S îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåðàâåíñòâàìè a ≤ x ≤ b,
y1(x) ≤ y ≤ y2(x) (çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñèòåëüíî îñè Oy), òî ïëîùàäü ýòîé îáëàñòè

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
S

dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

dy.

Åñëè æå îáëàñòü S îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåðàâåíñòâàìè c ≤ y ≤ d,
x1(y) ≤ x ≤ x2(y) (çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñèòåëüíî îñè Ox), òî å¼ ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
S

dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

dx.

� 4. Çàïèøèòå ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà è âû÷èñëèòå ïëîùàäü,
îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè xy = 4, y = x, x = 4 (ñäåëàéòå ðèñóíîê).

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé S =
∫∫
S

dxdy︸ ︷︷ ︸
ds

.

� 5. Çàïèøèòå ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà è âû÷èñëèòå ïëîùàäü,
îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè y = x2, 4y = x2, y = 4 (ñäåëàéòå ðèñóíîê).

� 6. Çàïèøèòå ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà è âû÷èñëèòü ïëî-
ùàäü, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè y = x2, 4y = x2, x = ±2 (ñäåëàéòå ðèñó-
íîê).

� 7. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = x2,
y = x+ 2 (ñäåëàéòå ðèñóíîê).

� 8. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = sinx,
y = cosx, x = 0 è ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè x ≥ 0 (ñäåëàéòå ðèñóíîê).

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ è ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Åñëè îáëàñòü S îïðåäåëåíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íåðàâåíñòâàìè ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2,

r1(ϕ) ≤ r ≤ r2(ϕ), òî ïëîùàäü ýòîé îáëàñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
S

rdrdϕ =

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

r2(ϕ)∫
r1(ϕ)

rdr.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïðÿìîóãîëüíûõ ê ïîëÿðíûì êî-
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îðäèíàòàì â ýòîì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
G

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ =

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

r2(ϕ)∫
r1(ϕ)

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr.

� 9. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
ïî ôîðìóëàì x = r cosϕ, y = r sinϕ:

I =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy,

ãäå D � ïîëîâèíà êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëå-
æàùàÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0.

� 10. Âû÷èñëèòå I =
∫∫
D

xydxdy, åñëè D � ÷àñòü êðóãà ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 2, ïðèíàäëåæàùàÿ âòîðîé ÷åòâåðòè.

� 11. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì, åñëè D � ÷åòâåðòü êðóãà x2 + y2 = 1, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâîì
êâàäðàíòå: ∫∫

D

ex
2+y2dxdy.

� 12. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì, åñëè D � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò:∫∫

D

ex
2+y2dxdy.

� 13. Âû÷èñëèòå äâîéíîé èíòåãðàë, åñëè D � ÷àñòü êîëüöà 1 ≤ r ≤ 2
â òðåòüåé ÷åòâåðòè: ∫∫

D

xydxdy.

Çàäà÷è íà èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

� 14. Ïîñòðîéòå îáëàñòü, ïëîùàäü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì
a∫
0

dx
x∫
0

dy. Èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòå ïëîùàäü.

� 15. Ïîñòðîéòå îáëàñòü, ïëîùàäü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì
1∫

0

dx
2−x2∫
x

dy. Èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòå ïëîùàäü.
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� 16. Ïîñòðîéòå îáëàñòü, ïëîùàäü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì
0∫
−2

dy
0∫

y2−4

dx. Èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòå ïëîùàäü.

� 17. Ïîñòðîéòå îáëàñòü, ïëîùàäü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì
4∫

0

dx
8−x∫

2
√
x

dy. Èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòå ïëîùàäü.

Âû÷èñëåíèå ìàññû è öåíòðà ìàññû (öåíòðà òÿæåñòè) ïëîñ-
êîé ôèãóðû ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Åñëè íà ïëîñêîñòè Oxy èìååòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ ïëàñòèíà â âèäå îáëàñòè D è ïî íåé

ðàñïðåäåëåíà ìàññà M ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ρ(x, y), òî
ìàññà ïëàñòèíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy,

à êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

xc =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy

M
, yc =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy

M
.

Åñëè ïëàñòèíà îäíîðîäíàÿ (ò.å. ρ ≡ const), òî ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä

xc =

∫∫
D

xdxdy∫∫
D

dxdy
, yc =

∫∫
D

ydxdy∫∫
D

dxdy
.

� 18. Îïðåäåëèòå öåíòð ìàññ ïëîñêîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíû, îãðà-
íè÷åííîé ëèíèÿìè y = x2, x = 4, y = 0.

Âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.
Îáú¼ì öèëèíäðîèäà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y) > 0, ñíèçó ïëîñ-

êîñòüþ z = 0, ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ó êîòîðîé îáðàçóþùèå ïàðàëëåëü-
íû îñè Oz, à íàïðàâëÿþùåé ñëóæèò êîíòóð îáëàñòè S, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V =

∫∫
S

f(x, y)dxdy.

� 19. Âû÷èñëèòå îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 +
y2, x+ y = 4, x = 0, y = 0, z = 0 (ñäåëàéòå ÷åðò¼æ).

� 20. Âû÷èñëèòå îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ
z = x2y è îñíîâàíèåì â âèäå òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè O(0, 0), A(2, 0),
B(2, 1) (ñäåëàéòå ÷åðò¼æ).

� 21. Âû÷èñëèòå îáú¼ì øàðà, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé x2 + y2 + z2 =
R2.
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13.2 Çàäà÷è íà êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà

1. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = y(x), ãäå x ∈ [a, b], à ôóíêöèÿ

y = y(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, òî

∫
AB

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2dx.

2. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t)
(t ∈ [t0, t1]), ãäå x(t), y(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, à x′(t), y′(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
AB

f(x, y)dl =

t1∫
t0

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

� 22. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà∫
C

(x− y)dl,

ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè A(0, 0) äî òî÷êè B(4, 3).

� 23. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà
∫
AB

ydl ïî äóãå AB

ïàðàáîëû y2 = 2x îò òî÷êè (0, 0) äî òî÷êè (2, 2).

� 24. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà
∫
AB

xdl ïî äóãå AB

ïàðàáîëû y = x2 îò òî÷êè (1, 1) äî òî÷êè (2, 4).

� 25. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà
∫
AB

y2dl ãäå AB �

äóãà îêðóæíîñòè x = a cos t, y = a sin t, t ∈
[
0, π2
]
.

� 26. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
∫
AB

√
x2 + y2dl ïî êðèâîé

AB, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = a(cos t+ t sin t), y =
a(sin t− t cos t), t ∈ [0, 2π].
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ÐÅØÅÍÈß È ÓÊÀÇÀÍÈß.

13.1. Çàäà÷è íà äâîéíûå èíòåãðàëû.

�1. Ðåøåíèå. Ñâåä¼ì äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó:

I =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

(x2 + y2)dy =

∫ 1

0

(
x2y +

y3

3

) ∣∣∣1
0
dx =

∫ 1

0

(
x2 +

1

3

)
dx =

=

(
x3

3
+
x

3

) ∣∣∣1
0

=
2

3
.

Îòâåò: 2/3.

� 2. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AB: y = x è BC: y =

−x
2

+
3

2
, òîãäà∫ 1

0

dy

∫ 3−2y

y

(xy − 3y2)dx =

∫ 1

0

(
y
x2

2
− 3y2x

) ∣∣∣3−2y

y
dy =

=

∫ 1

0

(
y

2
(3− 2y)2 − 3y2(3− 2y)−

(
y3

2
− 3y3

))
dy =∫ 1

0

(
9

2
y − 15y2 +

21

2
y3

)
dy =

(
9

4
y2 − 5y3 +

21

8
y4

) ∣∣∣1
0

= −1

8
.

Îòâåò: −1/8.

� 3. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AB: y = 2x è BC: y =
3− x, òîãäà∫ 1

0

dx

∫ 3−x

2x

(xy + 3x2)dy =

∫ 1

0

(
xy2

2
+ 3x2y

) ∣∣∣3−x
2x

dx =

=

∫ 1

0

(
9

2
x+ 6x2 − 21

2
x3

)
dx =

(
9

4
x2 + 2x3 − 21

8
x4

) ∣∣∣1
0

=
13

8
.

Îòâåò: 13/8.
� 4. Ðåøåíèå. Ñâåä¼ì äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó:

S =

∫∫
S

dxdy =

∫ 4

2

dx

∫ x

4
x

dy =

∫ 4

2

(
y
∣∣∣x
4
x

)
dx =

∫ 4

2

(
x− 4

x

)
dx =

=

(
x2

2
− 4 lnx

) ∣∣∣4
2

= 6− 4 ln 2.
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Îòâåò: 6− 4 ln 2 (êâ. åä.).
� 5. Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè ôèãóðû îòíîñèòåëüíî îñè Oy èìååì

S = 2

∫∫
S1

dxdy = 2

∫ 4

0

dy

∫ √4y

√
y

dx = 2

∫ 4

0

(2
√
y −√y)dy =

= 2

∫ 4

0

√
ydy =

4

3
y

3
2

∣∣∣4
0

=
32

3
.

Îòâåò: 32/3 (êâ. åä.)
� 6. Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè ôèãóðû îòíîñèòåëüíî îñè Oy èìååì

S = 2

∫∫
S1

dxdy = 2

∫ 2

0

dx

∫ x2

x2

4

dy = 2

∫ 2

0

(
x2 − x2

4

)
dx = 4.

Îòâåò: 4 (êâ. åä.).
� 7. Ðåøåíèå. S =

∫∫
S

dxdy =

= 2

∫ 2

−1

dx

∫ x+2

x2
dy =

∫ 2

−1

(
y
∣∣∣x+2

x2

)
dx =

∫ 2

−1

(x+ 2− x2)dx =

=

(
x2

2
+ 2x− x3

3

) ∣∣∣2
−1

=
27

6
= 4, 5.

Îòâåò: 4, 5 (êâ. åä.).
� 8. Ðåøåíèå.

S =

∫ π
4

0

dx

∫ cosx

sinx

dy =

∫ π
4

0

(cosx− sinx)dx = (sinx+ cos x)
∣∣∣π4
0

=
√

2− 1.

Îòâåò:
√

2− 1 (êâ. åä.).
� 9. Ðåøåíèå. Òàê êàê x2 + y2 = (r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 = r2, òî

I =

∫∫
G

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ =

∫∫
0≤r≤R
0≤ϕ≤π

r2rdrdϕ =

=

π∫
0

dϕ

R∫
0

r3dr =

π∫
0

dϕ ·
R∫

0

r3dr =
πR4

4
.

Îòâåò: πR
4

4 .
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� 10. Ðåøåíèå.

I =

∫∫
G

(r2 cosϕ sinϕ)rdrdϕ =

∫∫
0≤r≤2
π
2≤ϕ≤π

cosϕ sinϕ · r3drdϕ =

=

π∫
π
2

dϕ

2∫
0

1

2
sin 2ϕ · r3dr =

π∫
π
2

1

2
sin 2ϕdϕ ·

2∫
0

r3dr =

=

(
−1

4
cos 2ϕ

) ∣∣∣π
π
2

·
(
r4

4

∣∣∣2
0

)
= −2.

Îòâåò: −2.
� 11. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðèñóíîê.

∫∫
D

ex
2+y2dxdy =

∫∫
G

er
2

rdrdϕ =

∫∫
0≤r≤1
0≤ϕ≤π2

er
2

rdrdϕ =

π
2∫

0

dϕ

1∫
0

er
2

rdr =
π

4
(e−1).

Îòâåò:
π

4
(e− 1).

� 12. Ðåøåíèå.
∫∫

0≤r≤R
0≤ϕ≤2π

er
2

rdrdϕ =
2π∫
0

dϕ
R∫
0

er
2

rdr =
2π∫
0

dϕ ·
R∫
0

er
2

rdr =

= 2π · 1
2
er

2
∣∣∣R
0

= π(eR
2 − 1).

Îòâåò: π(eR
2 − 1).

� 13. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðèñóíîê.

∫∫
1≤r≤2
π≤ϕ≤ 3π

2

(r sinϕ · r cosϕ)rdrdϕ =

3π
2∫

π

dϕ

2∫
1

r3 sinϕ cosϕdr =

=
1

2

3π
2∫

π

sin 2ϕdϕ ·
2∫

1

r3dr = −1

4
cos 2ϕ

∣∣∣ 3π2
π
· r

4

4

∣∣∣2
1

=
1

2
· 15

4
=

15

8
.

Îòâåò: 15/8.
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�14. Ðåøåíèå.

S =

∫ a

0

dy

∫ a

y

dx =

∫ a

0

(a− y)dy =

(
ay − y2

2

) ∣∣∣a
0

=
a2

2
.

�15. Ðåøåíèå. Çäåñü ïðèä¼òñÿ ðàçáèòü îáëàñòü íà äâå ÷àñòè:∫ 1

0

dy

∫ y

0

dx+

∫ 2

1

dy

∫ √2−y

0

dx =

∫ 1

0

ydy +

∫ 2

1

√
2− ydy =

=
y2

2

∣∣∣1
0
−
∫ 2

1

√
2− yd(2− y) =

1

2
− 2

3
(2− y)

3
2

∣∣∣2
1

=
1

2
+

2

3
=

7

6
.

Îòâåò: 7/6 (êâ. åä.).

� 16. Ðåøåíèå. S =
0∫
−4

dx
0∫

−
√

4+x

dy =
16

3
.

Îòâåò: 16/3 (êâ. åä.).

� 17. Ðåøåíèå. S =
4∫

0

dy

y2

4∫
0

dx+
8∫

4

dy
8−y∫
0

dx =
40

3
.

Îòâåò: 40/3 (êâ. åä.).
� 18. Ðåøåíèå. Íàéä¼ì èíòåãðàë

∫∫
D

dxdy =

4∫
0

dx

x2∫
0

dy =

4∫
0

x2dx =
64

3
.

Íàéäåì òåïåðü èíòåãðàëû

∫∫
D

xdxdy =

4∫
0

xdx

x2∫
0

dy =

4∫
0

x3dx =
x4

4

∣∣∣4
0

= 64,

∫∫
D

ydxdy =

4∫
0

dx

x2∫
0

ydy =

4∫
0

x4

2
dx =

x5

10

∣∣∣4
0

=
2

5
· 256,

Òîãäà

xc =

∫∫
D

xdxdy∫∫
D

dxdy
= 3, yc =

∫∫
D

ydxdy∫∫
D

dxdy
=

24

5
= 4, 8.

Îòâåò: öåíòð ìàññ èìååò êîîðäèíàòû (3; 4, 8).
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� 19. Ðåøåíèå. Ýòî òåëî îãðàíè÷åíî ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0, ñâåð-
õó � ïàðàáîëîèäîì z = x2 + y2, ñ áîêîâ � âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè
x + y = 4, x = 0, y = 0. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ S (ïðîåêöèÿ òåëà
íà ïëîñêîñòü Oxy) èìååò âèä òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìûìè
y = 4−x, x = 0, y = 0 (ñäåëàéòå ðèñóíîê òðåóãîëüíèêà S íà ïëîñêîñòè
Oxy, ÷òîáû ïðàâèëüíî ðàññòàâèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîð-
íîì èíòåãðàëå). Îïèøåì îáëàñòü S: 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4− x, òîãäà

V =

∫∫
S

f(x, y)dxdy =

∫∫
0≤x≤4

0≤y≤4−x

(x2 + y2)dxdy =

4∫
0

dx

4−x∫
0

(x2 + y2)dy =

=

4∫
0

(
x2y +

y3

3

) ∣∣∣4−x
0

dx =

4∫
0

(
−4

3
x3 + 8x2 − 16x+

64

3

)
dx =

=

(
−1

3
x4 +

8

3
x3 − 8x2 +

64

3
x

) ∣∣∣4
0

=
128

3
= 42

2

3
.

Îòâåò: 42
2

3
(êóá. åä.).

� 20. Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðÿìîé OB: y = x/2, òîãäà

V =

∫∫
S

f(x, y)dxdy =

∫∫
0≤x≤2
0≤y≤x2

x2ydxdy =

2∫
0

x2dx

x
2∫

0

ydy =

=

2∫
0

x2

(
y2

2

∣∣∣x2
0

)
dx =

1

8

2∫
0

x4dx =
4

5
.

Îòâåò:
4

5
(êóá. åä.).

� 21. Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè øàðà îòíîñèòåëüíî âñåõ òð¼õ êî-
îðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé íàéä¼ì âîñüìóþ ÷àñòü îáú¼ìà øàðà (òó, íàïðè-
ìåð, ÷òî ðàñïîëîæåíà â ïåðâîì îêòàíòå x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). Íàéä¼ì
óðàâíåíèå ñôåðû â ÿâíîì âèäå, âûðàçèâ èç óðàâíåíèÿ z ÷åðåç x è y:
z =

√
R2 − (x2 + y2). Òîãäà

V

8
=

∫∫
x2+y2≤R2

x≥0, y≥0

√
R2 − (x2 + y2)dxdy =

∫∫
0≤r≤R
0≤ϕ≤π2

√
R2 − r2rdrdϕ =
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=

π
2∫

0

dϕ

R∫
0

√
R2 − r2rdr =

π

2
·
(
−1

2

) R∫
0

√
R2 − r2d(R2 − r2) =

πR3

6
.

Îòâåò:
4πR3

3
(êóá. åä.).

� 22. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ÷åðò¼æ. Óðàâíåíèå îòðåçêà ïðÿìîé AB èìå-

åò âèä y =
3

4
x, ãäå 0 ≤ x ≤ 4 (êðèâàÿ AB çàäàíà ÿâíî). Âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé:

∫
AB

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2dx.

∫
C

(x− y)dl =

4∫
0

(
x− 3

4
x

)√
1 +

(
3

4

)2

dx =
5

16

∫ 4

0

xdx =
5

2
.

Îòâåò:
5

2
.

� 23. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðèñóíîê. Íàéä¼ì ÿâíîå óðàâíåíèå äóãè

AB: y =
√

2x, òîãäà y′ =
1√
2x

, äèôôåðåíöèàë äóãè ðàâåí dl =√
1 + (y′(x))2dx. Èìååì

∫
AB

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2dx =

2∫
0

√
2x·

√
1 +

(
1√
2x

)2

dx =

=

2∫
0

√
2x ·

√
1 +

1

2x
dx =

2∫
0

√
2x+ 1dx =

1

3
(2x+ 1)

3
2

∣∣∣2
0

=
1

3
(5
√

5− 1).

� 24. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðèñóíîê. Âû÷èñëèì y′ = 2x, òîãäà∫
AB

xdl =

2∫
1

x
√

1 + (y′(x))2dx =

2∫
1

x
√

1 + (2x)2dx =

2∫
1

x
√

1 + 4x2dx =

=
1

8

2∫
1

x
√

1 + 4x2d(1 + 4x2) =
1

12
(4x2 + 1)

3
2

∣∣∣2
1

=
1

12
(17

3
2 − 5

3
2 ).
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Îòâåò:
1

12
(17

3
2 − 5

3
2 ).

� 25. Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðèñóíîê. Òàê êàê äóãà AB çàäàíà ïàðà-
ìåòðè÷åñêè, òî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé, ãäå dl =√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt:

∫
AB

y2dl =

π
2∫

0

(a sin t)2
√

(−a sin t)2 + (a cos t)2dt =
a3

2

π
2∫

0

(1− cos 2t)dt =

=
a3

2

(
t− 1

2
sin 2t

) ∣∣∣π2
0

=
πa3

4
.

Îòâåò:
πa3

4
.

� 26. Ðåøåíèå. Òàê êàê x2 + y2 = a2(1 + t2), x′(t) = at cos t, y′(t) =
at sin t è, ñëåäîâàòåëüíî,

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 = at, òî

∫
AB

√
x2 + y2dl =

2π∫
0

√
x2 + y2·

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt =

2π∫
0

(a
√

1 + t2)atdt =

=
a2

2

2π∫
0

√
1 + t2d(1 + t2) =

a2

3

(
1 + t2

)3
2

∣∣∣2π
0

=
a2

3

(
(1 + 4π2)

3
2 − 1

)
.

Îòâåò:
a2

3

(
(1 + 4π2)

3
2 − 1

)
.
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14 Çà÷åòíàÿ ðàáîòà

Çà÷¼ò ïî êóðñó ¾Îñíîâû âûñøåé ìàòåìàòèêè¿ ïðîâîäèòñÿ â ïèñüìåííîé
ôîðìå êàê çà÷¼òíàÿ ðàáîòà ïî âñåì òåìàì, èçó÷åííûì â 3-ì ñåìåñòðå.
Çàäàíèå âêëþ÷àåò òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû è çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ (ñì.
ïóíêò íèæå).

Ñòóäåíòû, íå ñäàâøèå çà÷¼ò, èìåþò âîçìîæíîñòü ïåðåñäà÷è â íà÷àëå
ñëåäóþùåãî ñåìåñòðà (ôåâðàëü).

Çà÷¼ò âûñòàâëÿåòñÿ ïî ñîâîêóïíûì ðåçóëüòàòàì (ðåéòèíãó) ðàáîòû
ñòóäåíòà â òå÷åíèå ñåìåñòðà: ñ ó÷¼òîì çà÷åòíîé è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðà-
áîò, ïîñåùàåìîñòè, âûïîëíåíèÿ äîìàøíèõ çàäàíèé, àêòèâíîé ðàáîòû
íà ñåìèíàðå, ðåøåíèÿ äîìàøíèõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò, âûñòóïëåíèé ñ
äîêëàäàìè è ïðî÷èõ ôîðì ðàáîòû.

Ïðè ïîäãîòîâêå ê çà÷åòíîé ðàáîòå çàðàíåå è òùàòåëüíî ïîâòîðèòå
ïðîéäåííûå â òå÷åíèå ñåìåñòðà òåìû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîâòîðèòå ðå-
øåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå ðàçáèðàëèñü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ è áûëè
çàäàíû íà äîì. Áóäüòå ãîòîâû äàòü ðàçâ¼ðíóòûå îòâåòû íà ñëåäóþùèå
òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû.

14.1 Ñïèñîê òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ äëÿ çà÷¼òà

1. Îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî, èððàöèîíàëüíîãî è äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà. Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Îïåðà-
öèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì.

2. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿòèå ñõî-
äÿùåéñÿ (ðàñõîäÿùåéñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðà-
íè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. 2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë è ÷èñëî e.

3. Ïîíÿòèå ôóíêöèè îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé, ãðàôèê. Ãðàôèêè îñíîâíûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé (y = xn, y = ax, y = loga x, y = sin x, y = cos x, y = tg x,
y = ctg x è äð.). Ïðèìåðû íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îãðàíè÷åííûå è
íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. ×¼òíûå è íå÷¼òíûå ôóíêöèè. Âîçðàñòàþùèå
è óáûâàþùèå ôóíêöèè. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.

4. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè lim
x→a

f(x) = b ïî Ãåéíå (èëè ïî

Êîøè). 1-é è 2-é çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè
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ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x = x0. Íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå. Ïðè-
ìåðû íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.

5. Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà), ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

6. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x = x0. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñëû ïðîèçâîäíîé. Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ
îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê
ãðàôèêó ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå. Ïðîèçâîäíàÿ 2-ãî (n-ãî) ïîðÿäêà.

7. Îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Òàá-
ëèöà íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Çàìåíà
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ (íà ïðèìåðàõ).

8. Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà êàê ïðåäåëà èíòåãðàëü-
íîé ñóììû. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Îñíîâíûå
ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ôîð-
ìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðåäåë¼ííîì
èíòåãðàëå.

9. Ïîíÿòèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé (íà ïðèìåðàõ). Ëèíèè óðîâíÿ. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) â çàäàííîé òî÷êå M0(x0, y0).
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ãðàäèåíò.

10. Ïîíÿòèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîðÿ-
äîê óðàâíåíèÿ. Îáùåå è ÷àñòíîå ðåøåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè (ðåøåíèå íà ïðèìåðàõ).

11. Ïîíÿòèå ìàòðèöû. Ðàâíûå ìàòðèöû, êâàäðàòíàÿ, íóëåâàÿ, åäè-
íè÷íàÿ, îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè (óìíî-
æåíèå íà ÷èñëî, ñëîæåíèå, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ìàòðèöó, òðàíñïî-
íèðîâàíèå). Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû 1-3 ïîðÿäêîâ, åãî âû-
÷èñëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà.

12. Ìåòîä îïðåäåëèòåëåé (ôîðìóëû Êðàìåðà) è äðóãèå ñïîñîáû ðå-
øåíèÿ ñèñòåì íà ïðèìåðå ñèñòåì äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè.

13. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé ëèíèè íà ïëîñêîñòè: îáùèì óðàâíåíè-
åì, óðàâíåíèåì â îòðåçêàõ, óðàâíåíèåì ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, êà-
íîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Íàïðàâëÿþ-
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ùèé âåêòîð è íîðìàëü ê ïðÿìîé. Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîñòè,
ñîâïàäåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè
íà ïëîñêîñòè.

14. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Íîðìàëü ê ïëîñ-
êîñòè. Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîñòè, ñîâïàäåíèÿ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.

15. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ êàê
ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâåäåíè-
åì åãî ê ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì (íà ïðèìåðàõ). Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè
ïëîñêîé ôèãóðû ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.

16∗. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà. Ñõîäÿùèéñÿ è
ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ. Ïðèçíàêè Äàëàìá�åðà è Êîø�è äëÿ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü)
îáîáù¼ííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Ïðèçíàê Ë�åéáíèöà äëÿ çíàêî÷åðå-
äóþùèõñÿ ðÿäîâ.

17∗. Âåêòîð è îñíîâíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè (ñëîæåíèå, âû÷è-
òàíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî). Ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåê-
òîðîâ. Ïîíÿòèå êîëëèíåàðíûõ è îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.1

14.2 Ïðèìåðû çàäàíèé äëÿ çà÷¼òíîé ðàáîòû

1. ×òî òàêîå ðàöèîíàëüíîå, èððàöèîíàëüíîå, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî?

Âûáåðèòå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç ñïèñêà: 3
√

2; 1 −
√

3;
2

5
; ln e;

√
196;

π − 1; 0, 8(3); log2 3; 3π; 0, 1234567...; −3; e. Óïðîñòèòå ÷èñëî 0, (999).

2.Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà? Ðåøèòå óðàâíåíèÿ |x−3| = 5, |x2−1| = 1 è íåðàâåíñòâà |x+4| >
1, |x− 2| ≤ 3.

3. ×òî òàêîå ïåðåñå÷åíèå (îáúåäèíåíèå) äâóõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ?
Íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B, ãäå

A = (−∞, 2] ∪ {3; 5} ∪ (8, 9), B = Z,

ãäå Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
1Çíàê ∗ îçíà÷àåò, ÷òî âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî íà ëåêöèÿõ. Âêëþ÷åíèå çàäà÷ íà ýòè

òåìû â çà÷åòíóþ ðàáîòó îñòàåòñÿ íà óñìîòðåíèå ïðåïîäàâàòåëÿ.
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4. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
×òî òàêîå ñõîäÿùàÿñÿ (ðàñõîäÿùàÿñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Âûáåðèòå
ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñïèñêà (n ∈ N) è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó
îíè ñõîäÿòñÿ:

an =
1

n3
− 1; bn =

n

2
; cn =

−n
−n2 + 6

; xn = lg n; yn =

√
n2 + 3

√
n;

zn =
√

5n− 1; δn = (−1)n; pn = 4n; qn =

(
1

3

)n
.

5. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→+∞

n
√
n

5n+ 1
. ßâëÿåòñÿ ëè

ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííîé (÷òî òàêîå îãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü)?

6. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè y = f(x), âîçðàñòàþùåé íà èí-
òåðâàëå (a, b). Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòà-
íèÿ ôóíêöèè y = 3x3 − 9x+ 14, x ∈ R.
7. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè y = f(x).

×òî òàêîå ãëàâíûé ïåðèîä? Âûáåðèòå èç ñïèñêà íèæå ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè è íàéäèòå èõ ãëàâíûå ïåðèîäû:

1) y = ctg x; 2) y = cos2 x; 3) y = sin 7x; 4) y ≡ 3; 5) y = 3x+ 5;

6) y = {x}, 7) y = log7 x, 8) y = sinx− 2x.

8. Êàêàÿ ôóíêöèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé (÷¼òíîé)?
ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ y = tg 5x íå÷¼òíîé, ÷åòíîé? Êàê ýòî ïðîâåðèòü?
Åñòü ëè ó å¼ ãðàôèêà îñü èëè öåíòð ñèììåòðèè?

9. ×òî òàêîå íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè y = f(x)
íà îòðåçêå [a, b] (îïðåäåëåíèå)? Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè y = 2 sin2 x+ tg x · ctg x. Ïðè êàêèõ x îíè äîñòèãàþòñÿ?

10. Ñôîðìóëèðóéòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì
è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì (Êîøè). Ïðè êàêîì óñëîâèè îíî îáðàùàåò-
ñÿ â ðàâåíñòâî? Ñ ïîìîùüþ äàííîãî íåðàâåíñòâà íàéäèòå íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå ôóíêöèè y =
4

x2
+ x2. Ïðè êàêèõ x îíî äîñòèãàåòñÿ?

11. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå
x = x0 (ïî Ãåéíå). Íàïèøèòå 1-é è 2-é çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû è ñ èõ
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ïîìîùüþ íàéäèòå ïðåäåëû

1) lim
x→+∞

(
3x2 sin

1

x2

)
; 2) lim

x→0
(1 + 2x2)

1
x2 .

12. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ôóíêöèè

lim
x→+∞

sin 1
x

3x+ 1
.

ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå x ≥ 1 (÷òî òàêîå
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ)?

13. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, âû÷èñëèòå ïðåäåëû

à) lim
x→+∞

(
1 +

6

x

)x
, á) lim

x→+∞

(
1− 3

x

)x
.

14. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè

à) lim
x→0

(
x sin

1

x

)
, á) lim

x→0
sin

1

x
.

15. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y =

{
−2x, åñëè x < 0,

sinx, åñëè x > 0.

ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé èëè èìååò òî÷êè ðàçðûâà?
×òî òàêîå íåïðåðûâíàÿ (â òî÷êå) ôóíêöèÿ? Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé, óêàæèòå òî÷êè ðàçðûâà.

16. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y =

{
x+ a, åñëè x < 0,

x2, åñëè x ≥ 0.

Ñóùåñòâóþò ëè çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé? Åñëè íåò, òî óêàæèòå òî÷êè ðàçðûâà.

17. ×òî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x = x0? ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = x0? Íàéäèòå ïðîèç-
âîäíûå 1-ãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ó ôóíêöèè y = 2x.

18. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè y =
1

5
x5 − 1

3
x3, x ∈ R.

19. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = y(x), çàäàííîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [t0, t1], âû÷èñëÿåòñÿ ïî
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ôîðìóëå y′x =
y′t
x′t
. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè, çàäàííîé óðàâíå-

íèÿìè {
x = 5t− 2,

y = t3 (t ∈ R),

â òî÷êå t = 0.

20. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà. ×òî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì è êàêî-
âî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà? Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé íàéäèòå
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè

y =
x3

3
+
x2

2
− 2x+ 1, x ∈ R.

21. Âû÷èñëèòå ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè y =
cos 7x.

22. Íàéäèòå òî ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè y′ + y2x = 0, êîòîðîå óäîâëå-
òâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(1) = 2.

23. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè. Íàéäèòå
íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

à)
∫ (

2

x3
− 5 4
√
x

)
dx, á)

∫
sin2 x cosxdx.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñäåëàéòå çàìåíó t = sinx.

24. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫ 6

−4

|x− 1|dx.

25. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë, ñâåäÿ åãî ê òàáëè÷íîìó èí-
òåãðàëó: ∫ 1

4

0

dx√
1− 4x2

.

26. Íàïèøèòå ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåë¼í-
íîãî èíòåãðàëà. Âû÷èñëèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫ π

2

0

x cosxdx.
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27. ×òî òàêîå ìàòðèöà, å¼ ðàçìåðíîñòü? Êàêèå îñíîâíûå îïåðàöèè
íàä ìàòðèöàìè âû çíàåòå? Âûðàæåíèå AB+2C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èëè
÷èñëîì? ×åìó ðàâíî ýòî âûðàæåíèå, åñëè

A =

(
1 0
0 −2

)
; B =

(
0 1
−2 3

)
; C =

(
5 0
−1 1

)
.

28. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå

A =

 1 −6 0
0 −2 1
−7 0 3


ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A âûðîæäåííîé?

29. Ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé (èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà) íàéäèòå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:{

x+ 2y = −1,

−y + x = 2.

30. Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïðåäåëèòåëåé, íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: {

3x− y = −1,

−2y + 6x = 2.

31. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé {

2ax− y = 3,

2y + x = −1

èìååò: à) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; á) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé; â) íå
èìååò ðåøåíèé.

32. Âåðíî ëè, ÷òî óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé íà ïëîñêîñòè ÷åðåç
äâå çàäàííûå òî÷êè M(x1, y1), N(x2, y2), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå∣∣∣∣∣∣

x2 y2 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0?

Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(2, 1) è
B(−3, 1).

251



33. ×òî òàêîå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé íà ïëîñ-
êîñòè ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó ïàðàëëåëüíî çàäàííîìó âåêòîðó? ×òî íà-
çûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé? Íàéäèòå íàïðàâëÿþùèå
âåêòîðû ïðÿìûõ

x+ 4

−3
=
y − 6

2
è

x− 7

a
=
y

2
.

Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû? Íàïèøèòå îáùåå óðàâíå-
íèå ïåðâîé èç ïðÿìûõ.

34. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(1,−2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~e{3;−1}. Íàéäèòå
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé.

35. Âåðíî ëè, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) è C(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé, èìååò âèä:∣∣∣∣∣∣

x1 − x y1 − y z1 − z
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 1?

Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M(−1, 1, 0),
N(1, 0,−2) è K(0,−1, 1).

36. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè

2x− y + z + 2 = 0 è
x

2
+

y

−1
+
z

1
= 1 ?

(Îòâåò ñëåäóåò îáîñíîâàòü). Åñëè íåò, òî ÷åìó ðàâåí óãîë ìåæäó íèìè?

37. ×òî íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå?
×òî òàêîå íîðìàëü ê ïëîñêîñòè? Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè x−
3y − z + 5 = 0 è −2x+ z = 0.

38. Ïðè êàêîì óñëîâèè ïëîñêîñòè A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è
A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ïàðàëëåëüíû? ñîâïàäàþò? ïåðïåíäèêóëÿðíû?
Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé x − 2y + z − 1 = 0 è
4y − 2x− 2z = 0.

39. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå (x, y). ×òî òàêîå ãðàäèåíò ôóíêöèè (ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå).
Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè z = cos(3x− y) â òî÷êå (0, 1).
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40. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå (x, y). Íàïèøèòå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèàëîâ ýòîé ôóíêöèè (â îáùåì âèäå). Íàéäèòå dz è d2z, åñëè
z = 2xy3 − 6x2 − 5.

41. Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðà-
íè÷åííîé ëèíèÿìè y = 2 − x2, y = x2, y = 0 è ëåæàùåé â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè x ≥ 0.

42. Èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå∫ 1

0

dy

∫ √2−y

√
y

dx.

(ñäåëàéòå ðèñóíîê). Âåðíî ëè, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ∫ 1

0

dx

∫ 2−x2

0

dy +

∫ √2

1

dx

∫ x2

0

dy ?

43∗. Âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
n=1

1√
n3

íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ñõîäèìîñòè? ßâëÿåòñÿ ëè äàííûé ðÿä îáîáù¼ííûì ãàðìîíè÷åñêèì
èëè ãåîìåòðè÷åñêèì? Cõîäèòñÿ ëè ýòîò ðÿä?

44∗. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ïðèçíàê Äàëàìáåðà è ñ åãî ïîìîùüþ èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü
ðÿäà

+∞∑
n=1

2017

n!
.

45∗. Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è~b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî |~a| = 4,
|~b| = 2

√
2, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (~a,~b) = 8.

46∗. ×òî òàêîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a íà âåêòîð ~b? Ïðè-
âåäèòå îïðåäåëåíèå. Íàéäèòå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a =
{−1; 0; 2} è ~b = {3;−1; 5}.

47∗. ×òî òàêîå êîëëèíåàðíûå âåêòîðû? îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû?
Ïðîâåðüòå, áóäóò ëè êîëëèíåàðíû èëè îðòîãîíàëüíû âåêòîðû ~a =
{−1; 0; 2} è ~b = {3;−1; 3

2}?
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ: Äëÿ ÷åãî ïîëèòîëîãó íóæíî èçó-
÷àòü ìàòåìàòèêó?

Âûñëóøàåì ìíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðòîâ è àâòîðèòåòíûõ ïðîôåññè-
îíàëîâ î òîì, çà÷åì ëþäÿì ãóìàíèòàðíûõ ïðîôåññèé âàæíî èçó÷àòü
ìàòåìàòèêó.

1. Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ Ëîìîíîñîâ (1711�1765, ïåðâûé ðóññêèé
ó÷¼íûé-åñòåñòâîèñïûòàòåëü ìèðîâîãî çíà÷åíèÿ, ýíöèêëîïåäèñò, õèìèê
è ôèçèê; åãî ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëà âî ìíîãîì ïðåä-
âîñõèòèëà ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðîåíèè ìàòåðèè è ìíîãèå
ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû, â ÷èñëå êîòîðûõ îäíî èç íà÷àë òåðìîäèíà-
ìèêè; çàëîæèë îñíîâû íàóêè î ñòåêëå. Àñòðîíîì, ïðèáîðîñòðîèòåëü,
ãåîãðàô, ìåòàëëóðã, ãåîëîã, ïîýò, ôèëîëîã, õóäîæíèê, èñòîðèê è ãåíå-
àëîã, ïîáîðíèê ðàçâèòèÿ îòå÷åñòâåííîãî ïðîñâåùåíèÿ, íàóêè è ýêîíî-
ìèêè. Ðàçðàáîòàë ïðîåêò Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, âïîñëåäñòâèè íà-
çâàííîãî â åãî ÷åñòü. Îòêðûë íàëè÷èå àòìîñôåðû ó ïëàíåòû Âåíåðà.
Ñòàòñêèé ñîâåòíèê, ïðîôåññîð õèìèè (ñ 1745), äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé Èìïåðàòîðñêîé è ïî÷¼òíûé ÷ëåí Êîðîëåâñêîé
Øâåäñêîé àêàäåìèé íàóê):

¾Ìàòåìàòèêó òîëüêî çàòåì ó÷èòü íàäî, ÷òî îíà óì â ïîðÿäîê
ïðèâîäèò¿.

2. Ïðåïîäàâàòåëü âûñøåé ìàòåìàòèêè â ÂØÝ Èðèíà Àñ-
êîëüäîâíà Õîâàíñêàÿ:

¾Ñòóäåíòîâ íà ôàêóëüòåò ïîëèòîëîãèè íå îòáèðàþò ïî óðîâíþ
çíàíèé ìàòåìàòèêè, íî ýòî ñîâñåì íå çíà÷èò, ÷òî âñå îíè ñëàáî
ïîäãîòîâëåíû. Îíè î÷åíü ðàçíûå: åñòü ñèëüíûå ðåáÿòà, à åñòü òå, äëÿ
êîãî öåëüþ áûëî ñäàòü ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå âûøå ïîðîãà îòñå÷åíèÿ,
òî åñòü íå ïîëó÷èòü íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ îòìåòêó¿.

¾Â ïîëèòîëîãèè åñòü ìíîãî ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ïðè÷¼ì äîâîëüíî ñëîæíûå. Åñëè âû âîçüì¼òå
ñîâðåìåííûé ó÷åáíèê ïî ïîëèòîëîãèè, òî òàì áóäóò íå òîëüêî ôîð-
ìóëû è âû÷èñëåíèÿ, íî è äîâîëüíî-òàêè ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
êîíñòðóêöèè. À â íàó÷íûõ ñòàòüÿõ áûâàþò ïî-íàñòîÿùåìó ñëîæ-
íûå ìîäåëè¿.

¾Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî êóðñà � íå ñòîëüêî íàó÷èòü ðåøàòü

254



êîíêðåòíûå çàäà÷è èëè äîêàçûâàòü òåîðåìû, ñêîëüêî ïîêàçàòü òå
îáëàñòè ïîëèòîëîãèè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòèêà... ïîêàçàòü ïåð-
ñïåêòèâó äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé â ðàçíûõ ñôåðàõ¿.

¾...ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîëèòîëîãîâ èíñòðóìåíòîì¿.

¾...ìàòåìàòèêà � ñåðüåçíàÿ íàóêà. Ñòóäåíòû-ïîëèòîëîãè íå çà-
íèìàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè, ýòî íåâîçìîæíî, äëÿ
ýòîãî èì íóæíî åùå îäíî îáðàçîâàíèå¿.

¾Ñ îäíîé ñòîðîíû, â Ðîññèè åñòü àêòèâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
æèçíü, à ñ äðóãîé, � ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè íå-ìàòåìàòèêàì
ïðåâðàùàåòñÿ â êàêîå-òî íåèçáåæíîå çëî. Ðàíüøå â òåõíè÷åñêèõ âó-
çàõ êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èñïîëüçîâàëñÿ êàê äîïîëíèòåëü-
íûé èíñòðóìåíò ïðîâåðêè ñïîñîáíîñòè ê îñâîåíèþ ìàòåðèàëà: åñëè
÷åëîâåê ìîæåò äâà ãîäà èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ñäàâàòü
âñå ýêçàìåíû è çà÷¼òû, çíà÷èò, îí ñïîñîáåí ó÷èòüñÿ¿.

¾Ó ìåíÿ äîìà íà õîëîäèëüíèêå âèñèò ìàãíèò ñ ôðàçîé Óèíñòîíà
×åð÷èëëÿ: ¾Íèêîãäà, íèêîãäà, íèêîãäà íå ñäàâàéòåñü!¿ ...ýòó ôðàçó ÿ
÷èòàþ êàæäîå óòðî.

3. Íèêîëàé Ïåðîâ, 29 ëåò, áëîãåð, àâòîð ñàéòà, ïîñâÿù¼ííî-
ãî ðàçâèòèþ ëè÷íîñòè:

¾ ... ÿ óâåðåí, ÷òî ìàòåìàòèêà, òî÷íåå íàâûêè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, íóæíû âñåì è êàæäîìó¿.

¾Ìàòåìàòèêà � èíñòðóìåíò ïîçíàíèÿ ìèðà. ßçûê, íà êîòîðîì
ãîâîðèò ïðèðîäà, ìû óñïåøíî ìîæåì ïåðåâåñòè íà ÿçûê ìàòåìàòè-
êè è îñîçíàòü ñòðóêòóðó âçàèìîñâÿçåé êàêîãî-ëèáî ÿâëåíèÿ. È ïîñëå
òîãî êàê ìû ýòè ñâÿçè ôîðìàëèçóåì, ìû ìîæåì ñòðîèòü ìîäåëè,
ïðåäñêàçûâàòü áóäóùèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëåíèé, êîòîðûå ýòèìè ìîäåëÿ-
ìè îïèñûâàþòñÿ, òîëüêî ëèøü íà áóìàãå èëè â ïàìÿòè âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìàøèí!¿

¾Ìàòåìàòèêà ïðèìåíÿåòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè è ïðîãíîçàõ. Áëàãî-
äàðÿ ìàòåìàòèêå ìû èìååì âñå äîñòóïíûå íàì ñåãîäíÿ òåõíîëîãèè,
íå ïîäâåðãàåì íàøó æèçíü áåññìûñëåííîé îïàñíîñòè, ñòðîèì ãîðîäà,
îñâàèâàåì êîñìîñ è ðàçâèâàåì êóëüòóðó! Áåç íåå ìèð áûë áû ñîâñåì
èíûì¿.

¾Ìàòåìàòèêà ïîçâîëÿåò ðàçâèòü íåêîòîðûå âàæíûå óìñòâåííûå
êà÷åñòâà. Ýòî àíàëèòè÷åñêèå, äåäóêòèâíûå (ñïîñîáíîñòü ê îáîáùå-
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íèþ), êðèòè÷åñêèå, ïðîãíîñòè÷åñêèå (óìåíèå ïðîãíîçèðîâàòü, ìûñ-
ëèòü íà íåñêîëüêî øàãîâ âïåðåä) ñïîñîáíîñòè. Òàêæå ýòà äèñöèïëè-
íà óëó÷øàåò âîçìîæíîñòè àáñòðàêòíîãî ìûøëåíèÿ (âåäü ýòî àá-
ñòðàêòíàÿ íàóêà), ñïîñîáíîñòü êîíöåíòðèðîâàòüñÿ, òðåíèðóåò ïà-
ìÿòü è óñèëèâàåò áûñòðîòó ìûøëåíèÿ. Âîò ñêîëüêî âñåãî âû ïî-
ëó÷àåòå! Âû èëè âàøè äåòè ìîãóò ìíîãîãî ëèøèòüñÿ, åñëè âû íå
áóäåòå óäåëÿòü ýòîìó ïðåäìåòó äîëæíîãî âíèìàíèÿ¿.

¾Ìàòåìàòèêà ïîìîãàåò ÷åëîâåêó ðàçâèòü ñëåäóþùèå èíòåëëåê-
òóàëüíûå ñïîñîáíîñòè.

� Óìåíèå îáîáùàòü, ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíîå ñîáûòèå â êà÷åñòâå
ïðîÿâëåíèÿ îáùåãî ïîðÿäêà. Óìåíèå íàõîäèòü ðîëü ÷àñòíîãî â îáùåì.

� Ñïîñîáíîñòü ê àíàëèçó ñëîæíûõ æèçíåííûõ ñèòóàöèé, âîçìîæ-
íîñòü ïðèíèìàòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåì è îïðåäåëÿòüñÿ â óñëî-
âèÿõ òðóäíîãî âûáîðà.

� Óìåíèå íàõîäèòü çàêîíîìåðíîñòè.
� Óìåíèå ëîãè÷åñêè ìûñëèòü è ðàññóæäàòü, ãðàìîòíî è ÷¼òêî

ôîðìóëèðîâàòü ìûñëè, äåëàòü âåðíûå ëîãè÷åñêèå âûâîäû.
� Ñïîñîáíîñòü áûñòðî ñîîáðàæàòü è ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ.
� Íàâûê ïëàíèðîâàíèÿ íàïåðåä, ñïîñîáíîñòü óäåðæèâàòü â ãîëîâå

íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ.
� Íàâûêè êîíöåïòóàëüíîãî è àáñòðàêòíîãî ìûøëåíèÿ: óìåíèå ïî-

ñëåäîâàòåëüíî è ëîãè÷íî âûñòðàèâàòü ñëîæíûå êîíöåïöèè èëè îïå-
ðàöèè è óäåðæèâàòü èõ â óìå¿.

¾Íå ñòîèò äóìàòü, ÷òî âàì îò ïðèðîäû ýòî íå äàíî, ÷òî âàøå
ïðèçâàíèå � ýòî ãóìàíèòàðíûå íàóêè, è òî÷íûå ïðåäìåòû âû ó÷èòü
íå â ñîñòîÿíèè. Êîãäà êòî-òî ãîâîðèò, ÷òî ó íåãî ãóìàíèòàðíûé
ñêëàä óìà è ïîýòîìó ñ÷èòàòü, ÷èòàòü ôîðìóëû è ðåøàòü çàäà÷è îí
íå ìîæåò â ïðèíöèïå, êàê áû íå õîòåë, òî çíàéòå, ÷òî ýòî òàêàÿ
âîò èçÿùíàÿ ïîïûòêà îïðàâäàòü ôàêò îòñóòñòâèÿ ðàçâèòîñòè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé. Íå èõ îòñóòñòâèÿ! À òîëüêî òîãî, ÷òî
ýòè íàâûêè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íå ïîëó÷èëè äîëæíîãî ðàçâèòèÿ¿.

¾Óì ÷åëîâåêà � âåùü óíèâåðñàëüíàÿ, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷. Êîíå÷íî, ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ñâîè ïðåäå-
ëû: êàæäûé, â ñèëó îñîáåííîñòåé ñâîèõ âðîæäåííûõ è ïðèîáðåòåí-
íûõ ñâîéñòâ ìûøëåíèÿ, èìååò îïðåäåëåííûå ñêëîííîñòè ê îñâîåíèþ
ðàçíûõ íàóê. Ê òîìó æå ñïåöèàëèçàöèÿ ÷àùå âñåãî òðåáóåò çíàíèÿ
÷åãî-òî îäíîãî: ñëîæíî áûòü è îòëè÷íûì ìàòåìàòèêîì, õèìèêîì,
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àäâîêàòîì, ïåäàãîãîì â îäíîì (íå âñå ìû Ëîìîíîñîâû). Âñåãäà ïðè-
äåòñÿ èç ÷åãî-òî âûáèðàòü. Íî áàçîâûìè íàâûêàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ ñïîñîáåí îâëàäåòü êàæäûé! Äëÿ êîãî-òî ýòî ïðîñòî áóäåò
ñëîæíåå, äëÿ êîãî-òî ëåã÷å. Íî ýòî ïîä ñèëó âñåì. È êàê ÿ óæå ãî-
âîðèë, ýòî íóæíî äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðàçâèòèÿ âàøåãî óìà. Èç
òîãî, ÷òî âàì èíòåðåñíû, íàïðèìåð, ëèòåðàòóðà èëè ïñèõîëîãèÿ, íå
ñëåäóåò òî, ÷òî ìàòåìàòèêà âàì íå íóæíà è âû ïðîñòî îò ïðèðîäû
íå ñïîñîáíû åé õîòü êàê-òî îâëàäåòü!

Îäíî äðóãîãî íå èñêëþ÷àåò, à, íàïðîòèâ, ãàðìîíè÷íî äîïîëíÿåò.
¾Ãóìàíèòàðíûé ñêëàä óìà¿ â êîíòåêñòå íåâîçìîæíîñòè îâëàäåíèÿ
òî÷íûìè íàóêàìè � ýòî ïðîñòî îäèí áîëüøóùèé íîíñåíñ è ïîïûòêà
îïðàâäàòü íåæåëàíèå îâëàäåòü òåìè íàâûêàìè, êîòîðûå äàþòñÿ ñ
á�îëüøèì òðóäîì, ÷åì äðóãèå¿.

¾Áåç ïîääåðæêè â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà (õîòÿ áû íà ïðèìèòèâíîì óðîâíå,
ñìîòðÿ êàêîé ó âàñ áèçíåñ) óñïåõà â îðãàíèçàöèè ñîáñòâåííîãî äåëà
äîñòè÷ü ñëîæíî. Èñõîäÿ èç ëè÷íîé ñòàòèñòèêè, ìîãó ñêàçàòü, ÷òî
íàèáîëüøåãî óñïåõà â áèçíåñå äîáèâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, âûïóñêíèêè
òåõíè÷åñêèõ, ìàòåìàòè÷åñêèõ âóçîâ.

Äåëî íå òîëüêî â çíàíèè êàêèõ-òî ñïåöèàëüíûõ ìåòîäèê ðàñ÷å-
òîâ, âåäü íèêîãäà íå ïîçäíî ýòî îñâîèòü â ñëó÷àå íàäîáíîñòè. Êëþ÷
â îïðåäåëåííîé îðãàíèçàöèè óìà. Áèçíåñ � ýòî âûñîêî óïîðÿäî÷åííàÿ
ñèñòåìà, ïîñòðîåíèå êîòîðîé òðåáóåò îò å¼ ñîçäàòåëÿ îïðåäåëåííûõ
èíòåëëåêòóàëüíûõ íàâûêîâ, òðóêòóðèðîâàííîãî ìûøëåíèÿ, óìåíèÿ
îáîáùàòü è âûâîäèòü âçàèìîñâÿçè. Èçó÷åíèå òî÷íûõ íàóê, êàê èç-
âåñòíî � ðàçâèâàåò ýòè íàâûêè¿.

¾Ìàòåìàòèêà è äðóãèå òî÷íûå íàóêè î÷åíü âàæíû êàê äëÿ ðàç-
âèòèÿ ÷åëîâå÷åñòâà â öåëîì, òàê è äëÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ êîíêðåòíîãî èíäèâèäà. Êîíå÷íî, ñáàëàíñèðîâàííîå óì-
ñòâåííîå ðàçâèòèå ëè÷íîñòè ïîäðàçóìåâàåò îñâîåíèå íå òîëüêî òî÷-
íûõ ïðåäìåòîâ, íî è ãóìàíèòàðíûõ äèñöèïëèí. ×òåíèå êà÷åñòâåííîé
ëèòåðàòóðû, íàïðèìåð, òàêæå íåîáõîäèìî äëÿ âàñ, åñëè âû õîòèòå
ðàçâèâàòüñÿ.

Íî îäíîãî ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Õîòåëîñü áû äîïîëíèòü ôîðìóëè-
ðîâêó èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ ¾Åñëè õî÷åøü ñòàòü óìíûì � íóæíî
ìíîãî ÷èòàòü¿, ïðèáàâèâ ê ýòîìó: ¾� è çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé¿.
Èíà÷å ýôôåêò îò îäíîãî ëèøü ÷òåíèÿ êíèã áóäåò ïîõîæ íà òåëî áåç
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ñêåëåòà, èëè çäàíèå áåç êàðêàñà. Îäíîìó áåç äðóãîãî ñëîæíî.
Èìåííî ïîýòîìó ìíîãèå ãóìàíèòàðèè, êàê áû õîðîøî îíè íå ðàçáè-

ðàëèñü â ñâîåé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ñòðàäàþò ñïóòàííîñòüþ ìûø-
ëåíèÿ è îòñóòñòâèåì òðåçâîé ðàññóäèòåëüíîñòè, à ìíîãèå çàÿäëûå
ìàòåìàòèêè è òåõíàðè çàìûêàþòñÿ â ìèðå àáñòðàêòíûõ ôîðìóë è
ðàñ÷¼òîâ, òåðÿÿ ñâÿçü ñ ðåàëüíûì ìèðîì.

Çîëîòîå ïðàâèëî � âñ¼ õîðîøî â ìåðó, óäåë ãàðìîíè÷íî ðàçâèòîãî
óìà, óíèâåðñàëüíîñòü íà ñàìîì áàçîâîì óðîâíå! Âñå âìåñòå: è êíè-
ãè, è ìàòåìàòèêà! Ýòî íå ïðîïîâåäü âî ñëàâó äèëåòàíòèçìà, íåò, â
ñâîåé ñïåöèàëèçàöèè âû äîëæíû áûòü ïðîôåññèîíàëîì è óçêèì ñïå-
öèàëèñòîì, çíàòîêîì èìåííî ñâîåãî äåëà. Íî ÷òî êàñàåòñÿ âàøåé áà-
çîâîé ýðóäèöèè è çíàíèé, òóò äîëæíî áûòü îò âñåãî ïîíåìíîæêó.

ß ñ÷èòàþ, ÷òî èäåÿ øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðåïîäàâàíèÿ íà íà-
÷àëüíûõ êóðñàõ ÂÓÇîâ îòâå÷àåò ýòîìó ïðèíöèïó óíèâåðñàëüíîñòè
(òîëüêî èäåÿ, î òîì æå, êàê ýòî ðåàëèçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, ÿ íå áå-
ðóñü ðàññóæäàòü). ß áû êðàéíå íåãàòèâíî îòí¼ññÿ ê óñèëåíèþ ñïåöè-
àëèçàöèè íà÷àëüíîãî è ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîäðàñòàþ-
ùåìó èíäèâèäó íàäî äàòü êàê ìîæíî áîëüøå âñåãî èç ðàçíûõ ñôåð, à
êîãäà îí ýòî ïîëó÷èò, ïóñòü ïîòîì âûáèðàåò òî, ÷òî åìó áëèæå!¿

4. Âëàäèìèð Àíäðååâè÷ Óñïåíñêèé, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð ìåõìàòà ÌÃÓ.

¾Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîé, î÷åíü âàæíîé ÷àñòüþ îá-
ùå÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû. Êàê ÷àñòü ÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû îíà, ïî-
ìîåìó, íóæíà âñåì, â òîì ÷èñëå, è ãóìàíèòàðèÿì¿.

¾Ìíå êàæåòñÿ, ãëàâíàÿ öåëü îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå � ïñèõîëîãè-
÷åñêàÿ. Çàäà÷à, êîíå÷íî, íå òîì, ÷òîáû èçìåíèòü ïñèõîëîãèþ, íî,
ìîæåò áûòü, ñîçäàòü íåêóþ íîâóþ ïñèõîëîãèþ, êàê áû ïàðàëëåëü-
íóþ îáû÷íîé ãóìàíèòàðíîé. ß áû íàçâàë ÷åòûðå òàêèå öåëè. Ïåðâîå
� ýòî äèñöèïëèíà ìûøëåíèÿ; âòîðîå � óìåíèå îòëè÷àòü èñòèíó îò
ëæè; òðåòüå � óìåíèå îòëè÷àòü ñìûñë îò áåññìûñëèöû; è ÷åòâåð-
òîå - óìåíèå îòëè÷àòü ïîíÿòíîå îò íåïîíÿòíîãî¿.

¾Êàê áûëî î÷åíü ïðàâèëüíî íàïèñàíî â îäíîé èç ìåòîäè÷åñêèõ êíèã
ïî ìàòåìàòèêå: ñíà÷àëà òû ïîéìè, ÷òî ÿ òåáå ãîâîðþ, à ïîòîì ÿ
òåáå îáúÿñíþ, çà÷åì ýòî íóæíî¿.

¾...â äíè ìîåé ìîëîäîñòè âñåõ ìîðÿêîâ, êîòîðûå ïëàâàþò íà ðå-
àëüíûõ ñóäàõ, ó÷èëè îáÿçàòåëüíî íà ïàðóñíûõ ñóäàõ, õîòÿ ïàðóñíûå
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ñóäà ðåàëüíî íå ïðèìåíÿþòñÿ. Ýòî ñ÷èòàëîñü íåîáõîäèìîé ÷àñòüþ
ìîðñêîé ïîäãîòîâêè, ýòî áûë íåîáõîäèìûé òðåíèíã. Òàê âîò òàêèì
æå òðåíèíãîì ìûøëåíèÿ, íàâåäåíèåì ïîðÿäêà â ìîçãîâûõ èçâèëèíàõ
ÿâëÿåòñÿ è ìàòåìàòèêà¿.

¾Ìàòåìàòèêà åñòü íàèëó÷øèé òðåíàæåð äëÿ âîñïèòàíèÿ ìûø-
ëåíèÿ è íàèáîëåå äåìîêðàòè÷íûé ïðåäìåò. Õîðîøî èçâåñòåí òàêîé
ôàêò � îí ÷àñòî âîñïðîèçâîäèòñÿ â ðàçíûõ ó÷åáíèêàõ. Ýòî ðàññêà-
çûâàþò èíîãäà ïðî âåëèêîãî ìàòåìàòèêà Àðõèìåäà è ñèðàêóçñêîãî
öàðÿ Ãèåðîíà, èëè ïðî âåëèêîãî ìàòåìàòèêà Åâêëèäà è åãèïåòñêîãî
öàðÿ Ïòîëåìåÿ. Öàðü âûðàçèë æåëàíèå èçó÷àòü ãåîìåòðèþ, è ìàòå-
ìàòèê íà÷àë åãî îáó÷àòü. Öàðü äîâîëüíî áûñòðî çàìåòèë, ÷òî äåòè,
êîòîðûõ îáó÷àþò ìàòåìàòèêå, îáó÷àþòñÿ òåì æå ñàìûì ïîíÿòè-
ÿì è òåîðåìàì â òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îí âûðàçèë íåóäî-
âîëüñòâèå. Êàê æå òàê, îí æå âñå-òàêè öàðü, åãî íàäî ó÷èòü ïî-
äðóãîìó. È òîãäà ìàòåìàòèê ïî ïðåäàíèþ îòâåòèë: "Íåòó öàðñêîãî
ïóòè â ãåîìåòðèè". Îòòîãî, ÷òî â ìàòåìàòèêå íåò öàðñêîãî ïóòè
è ìàòåìàòèêà äåìîêðàòè÷íà, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî øêîëüíèê
ãîâîðèò âåðíî, à àêàäåìèê íåâåðíî. È ýòî î÷åâèäíî âñåì. Â ãóìàíè-
òàðíûõ íàóêàõ íåâîçìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òîáû êòî-òî ïðè-
çíàë âûñêàçûâàíèå ãóìàíèòàðíîãî àêàäåìèêà íåâåðíûì, ïîòîìó ÷òî
êðèòåðèé èñòèíû è ëæè, ê ñîæàëåíèþ, íåìíîæêî äðóãîé, ñêàæåì
òàê, íåñêîëüêî áîëåå ñëàáûé. È ìû, ìàòåìàòèêè, õîòåëè áû ýòîò
êðèòåðèé èñòèíû äëÿ ãóìàíèòàðèåâ óêðåïèòü¿.

Ìàòåìàòèêà � îíà êàê ïðîïóñê, êàê äâåðü âî âñå îñòàëüíûå íàóêè.
À ÷åëîâåê, êîòîðûé èñïóãàëñÿ ìàòåìàòèêè â ìëàäøèõ êëàññàõ, íà-
çûâàåòñÿ ãóìàíèòàðèåì. Êàê â îäíîé èç íàøèõ ïåðåäà÷ ñêàçàë î÷åíü
õîðîøèé ïñèõîëîã Âàäèì Ðîòåíáåðã: âîçíèêàåò îáó÷åííàÿ áåñïîìîù-
íîñòü. ×åëîâåê óæå çàáûë ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îí ïëîõî
çíàåò òàáëèöó óìíîæåíèÿ è êàê òîëüêî ïîÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû è ñèì-
âîëû, ÷åëîâåê âñå ýòî îòòàëêèâàåò - ÿ ãóìàíèòàðèé. Çäåñü è ïðîèñ-
õîäèò ðàçäåëåíèå. Î÷åíü ïðîñòàÿ ìûñëü (íî âñÿêàÿ ãëóáîêàÿ ìûñëü è
äîëæíà áûòü ïðîñòîé), ÷òî äåëåíèå íà ôèçèêîâ è ëèðèêîâ, åñëè îíî
ñóùåñòâóåò, îíî êàê ðàç è ïðîèñõîäèò â øêîëå ïî ýòîìó êðèòåðèþ.
Âîñïðèíèìàåò ÷åëîâåê ìàòåìàòèêó èëè íå âîñïðèíèìàåò. Åñëè âîñ-
ïðèíèìàåò, îí ïðè ýòîì ãðóáîì äåëåíèè - ôèçèê, åñòåñòâåííèê. À
åñëè îí íå âîñïðèíèìàåò, òî èäåò â ãóìàíèòàðèè.

Êñòàòè, ýòî òîæå èíòåðåñíûé âîïðîñ: îòíîñèòñÿ ìàòåìàòèêà ê åñòå-
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ñòâåííûì íàóêàì èëè íåò? Îäèí èç ñàìûõ êðóïíûõ ìàòåìàòèêîâ ñî-
âðåìåííîñòè àêàäåìèê Âëàäèìèð Àðíîëüä êàòåãîðè÷åñêè óòâåðæäàë è
ñ÷èòàë, è ïðîïàãàíäèðîâàë, ÷òî ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ôèçèêè.
Ìàòåìàòèêà � ýòî åñòåñòâåííàÿ íàóêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ôèçè÷åñêèé
ìèð. Íî åñòü è äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ, íåñêîëüêî áîëåå íåîæèäàííàÿ. ß
âïåðâûå ñòîëêíóëñÿ ñ íåé ìíîãî ëåò íàçàä, êîãäà íåêîòîðûå ìîè êîë-
ëåãè âîçâðàùàëèñü ñ ìåæäóíàðîäíûõ îáùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé èç
Èíäèè. Íà êîíãðåññàõ èíäèéñêèõ ó÷åíûõ, ïðè ãðóáîì äåëåíèè íà äâå
áîëüøèå ñåêöèè åñòåñòâåííûõ íàóê è ãóìàíèòàðíûõ, ìàòåìàòèêà îòíî-
ñèëàñü ê ãóìàíèòàðíûì íàóêàì. È ìàòåìàòèêè, ìîè êîëëåãè, ñ óäèâ-
ëåíèåì îáíàðóæèâàëè, ÷òî îíè ñèäÿò ðÿäîì ñ èñêóññòâîâåäàìè. Ïðè
âñåì ìîåì óâàæåíèè è ê Âëàäèìèðó Èãîðåâè÷ó Àðíîëüäó, è ê èíäèé-
ñêîé êóëüòóðå, ÿ äóìàþ, ÷òî ÿ ðàâíûì îáðàçîì óâàæàþ îáà ôåíîìåíà.
ß äóìàþ, ÷òî ìàòåìàòèêà èìååò ÷åðòû è òîãî, è äðóãîãî. È ýòî òîæå
î÷åíü ñóùåñòâåííàÿ âåùü. ß íå äóìàþ, ÷òî îíà âûïîëíÿåò ýòó ðîëü,
íî ìîãëà áû âûïîëíÿòü ðîëü îáúåäèíåíèÿ ýòèõ äâóõ êóëüòóð. Î÷åíü
íàäåþñü, ÷òî â áóäóùåì áóäåò âûïîëíÿòü.

5. Îëüãà Ìèòèíà, êàíäèäàò ïñèõîëîãè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ôàêóëüòåòà ïñèõîëîãèè ÌÃÓ.

¾Ìàòåìàòèêà � ýòî íîâûé ÿçûê, êîòîðûé ðàñøèðÿåò â�èäåíèå. Êàê
âëàäåíèå èíîñòðàííûìè ÿçûêàìè ðàñøèðÿåò êàðòèíó ìèðà ëþáîãî
÷åëîâåêà, òàê è ïîëüçîâàíèå ÿçûêà ìàòåìàòèêè ðàñøèðÿåò êàðòè-
íó ìèðà ó÷åíîãî-ãóìàíèòàðèÿ. È ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü áåç ñòðàõà íà
òî, ÷òî äåëàåòñÿ â äðóãèõ äèñöèïëèíàõ � â ôèçèêå èëè õèìèè, è çà-
èìñòâîâàòü ìîäåëè, ïðîâîäèòü àíàëîãèè è òàê äàëåå. Òî åñòü áûòü
îòêðûòûì ê íîâîìó îïûòó, òîìó êîòîðûé äàþò äðóãèå íàóêè. Ýòî
åù¼ îäèí ÿçûê, åù¼ îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿò ó÷¼íîìó
÷óâñòâîâàòü ñåáÿ áîëåå óñòîé÷èâî â îêåàíå íàóêè¿.
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